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如 果 你 是 “应 用 数学 ” “信息 与 计算 科学 "专业 的 大 学 生 ,或 是 要 求 有 较 好 数理 
大 础 的 理工 科 专业 硕士 生 , 你 密 半 需要 学 习 “ 应 用 泛 函 分 析 " 课 程 . 这 就 可 能 有 机 会 
读 到 木 书 了 .按照 传统 习惯 ,在 开卷 之 初 ,你 似乎 总 会 看 到 -- 番 衫 未 :证 函 分 析 之 作 
用 如 何 重 大 ,其 历史 又 如 何 辉 粕 .这些 无 蜂 部 是 事实 .可 惜 ,一 个 从 未 接触 过 证 郴 分 
析 的 读者 ,未 必 能 被 这 番 话 语 打动 . 据 笔 者 的 经 验 ,很 少 有 学 生 挟 细 读 那些 洋洋 酒 
酒 的 前 言 . 读 者 更 感 兴趣 的 多 半 是 :即将 开始 学 习 的 这 门 课程 好 对 付 吗 ? 它 与 已 经 
学 过 的 数学 课程 ,如 微 积分 学 ,线性 代数 、 微 分 方程 等 ,有 何 异 同 ? 当然 ,关于 这 类 
问题 ,也 未 必 能 从 简短 的 前 言 中 找到 完全 的 答案 .不 过 ,人 确 有 一 些 话 , 应 该 有 言 在 
先 . 

首先 ,不 妨 如 实 告诉 你 :与 你 已 学 过 的 数学 课程 比较 ,你 很 可 能 会 感到 泛 函 分 
析 要 难 些 .其 缘由 主要 是 , 浴 消 分 析 具 有 更 大 的 综合 性 ;而 与 高 度 的 综合 性 相 适 应 
的 ,自然 是 - 定 的 抽象 性 ,但 很 少 有 人 会 本 能 地 喜欢 抽象 .例如 ,你 在 线性 代数 中 已 
学 过 线性 方程 组 ,在 微 积 分 学 中 学 过 隐 范 数 方程 ,在 微分 方程 论 中 学 过 常 微分 方程 
与 偏 微分 方程 ,等 等 . 这 些 方程 纵 热 都 不 容易 研究 ,但 似乎 还 可 捉摸 . 在 证 函 分 析 
中 ,所 有 这 些 方程 被 熔 于 一 炉 了 ,抽象 成 了 所 谓 算 子 方程 . 肯 如 ,你 在 徽 积分 学 ,最 
优化 及 变 分 学 中 ,学 习 到 在 各 种 条 件 下 求 极 值 . 这 些 问 题 背景 清楚 ,实际 意义 明 
确 .而 到 了 泛 函 分 析 中 ,它们 全 被 概括 到 *“ 泛 阴极 值 "这 一 抽象 概念 中 了 . 这 就 失去 
了 问题 的 原型 性 与 直观 性 ,而 这 正 尾 初学 者 难以 适应 的 .然而 ,需要 提醒 你 ,这 是 要 
点 ,付出 这 一 代价 非常 值得 ! 惟有 如 此 ,才能 实现 问题 的 彻底 简化 ,从 而 为 便捷 地 
求解 开 桩 道路 .例如 ,统一 多 种 方程 的 算 子 方程 * = Fx 形式 简单 至 极 , 在 抽象 空 
间 的 框架 下 ,更 便于 对 它 作 出 深刻 的 分 析 . 而 且 , 通 过 类 比 与 联想 ,在 抽象 空间 中 表 
述 的 门 题 闲 呈现 出 某 种 直观 的 而 貌 ,这 就 使 在 抽象 化 过 程 中 失去 直观 性 的 问题 ,在 
哆 高 度 次 上 重新 获得 了 直观 ,而 旦 往往 是 更 易于 洞察 与 把 握 的 直观 . 初 看 起 来 , 真 
有 些 不 可 思议 :经 过 抽象 处 理 的 问题 往往 更 直观 ! 你 从 泛 活 分 析 的 学 习 中 ,就 将 体 
会 到 这 种 奥妙 ， 

间 样 重要 的 问题 是 ,你 关心 冰 卫 分 析 的 应 用 .很 多 泛 丽 分 析 书 籍 帮 郑重 宣告 : 
泛 沙 分 析 将 应 用 到 物理 学 ,信息 科学 ,工程 技术 乃至 经 济 学 . 这 些 全 是 事实 ,然而 ， 
和 如果 你 指望 从 一 本 泛 函 分 析 书 籍 中 看 到 所 有 这 些 应 用 ,那么 你 多 半 会 感到 失望 . 实 
际 上 ,这 出 于 对 -个 数学 学 科 的 误解 ,我们 将 在 此 处 尽量 性 清 这 种 误解 . 当 将 数学 
点 用 于 鞭 .- 实 际 问题 时 ,首要 的 事情 是 建立 适当 的 数学 模型 ;而 用 于 表述 模型 的 数 


- 前 言 


学 工具 可 能 是 微分 方程 ,最 优化 或 者 随机 过 程 等 ,很 少 直接 运用 更 高 层次 的 证 丽 分 
忻 慨 念 来 建 模 .和 企 更 多 的 情况 下 ,是 将 证 本 分 析 理 论 用 于 模型 分 析 . 当然 ,这 最 终 为 
解决 实际 问题 提供 了 强 有 力 的 方法 .但 很 明显 , 泛 函 分 析 的 应 用 既 离 不 开 问题 所 涉 
及 的 专业 知识 ,也 离 不 开 用 于 建 模 的 那些 数学 知识 {如 微分 方程 .最 优化 等 ). 这 就 
决定 了 证 晤 分 析 的 应 用 很 不 简单 直接 ,真能 用 作 说 明 的 例子 宇 没 有 办 法 戎 手持 来 . 
且 不 说 作者 自身 不 可 避免 地 受到 其 专业 知识 的 局 限 , 即 使 真正 联系 于 某 一 专门 领 
域 (例如 经 济 学 ) 的 应 用 , 亦 未 必 能 使 其 他 专业 的 读者 感 兴趣 . 不 妨 强调 一 下 ,本 书 
不 是 " 谤 函 分 析 的 应用 ” ,而且 "应 用 泛 函 分 析 "; 对 于 后 者 ,可 解读 为 “供应 用 的 省 函 
分 析 ”, 它 提供 泛 函 分 析 的 基本 概念 、 结 论 与 方法 ,并 为 一 些 潜在 的 应 用 尽 可 能 地 指 
明 方 向 . 至 于 关于 其 应 用 的 具体 与 深入 的 过 论 , 则 是 各 个 专门 学 科 的 任务 , 绝 非 泛 
函 分 析 一 家 所 能 独揽 的 .如 果 说 ,“ 应 用 泛 函 分 析 " 毕 竟 有 别 于 “ 泛 函 分 析 " 的 话 , 那 
只 是 前 者 更 强调 泛 函 分 析 的 应 用 背景 ,更 注重 泛 钞 分 析 与 邻近 学 科 的 联系 ,更 重视 
其 主要 方法 的 实际 可 操作 性 .在 这 些 方面 ,本 书 力求 做 得 好 一 些 ,其 效果 如 何 ,只 能 
出 读者 来 评判 . 

作者 希望 本 书 能 为 不 同类 型 的 学 校 与 不 同 需要 的 读者 所 用 一 一 从 仅 需 最 基本 
的 材料 到 需要 稍 深入 的 知识 之 间 的 几 个 层次 .这 一 意图 决定 了 本 书 的 选材 与 结构 ， 
使 用 本 书 作为 教材 时 ,可 依 几 种 方式 组 合 书 中 的 材料 , 若 选 用 $1.1~ § 1.5, 
2,1 $2.5, 3.1 一 和 3.4, 则 需 48 学 时 左右 ;车 加 上 $3.5,§3.1 一 §3.3, 则 
需 60 学 时 左右 ; 讲 完全 部 内 容 , 约 要 70 学 时 .关于 内 容 的 取舍 ,使 用 本 书 的 教师 是 
最 权威 的 . 他 们 富有 创意 的 运用 ,将 是 对 作者 个 人 经 验 极 有 益 的 补充 与 修正 ,这 正 
是 作者 所 期 待 的 . 


胡适 耕 


“: 集 A 的 补 . 

": 集 4 的 内 部 . 

: 集 A 的 著 包 . 

AL: 集 上 的 正 交 补 或 零 化 子 . 

B,(a) = Bla,r); 以 a 为 心 以 r 为 半径 的 开 球 . 

B,(a) = Bta,r); 以 &a 为 心 以 r 为 半径 的 闭 球 . 

B(N) :0 上 的 有 界 函 数 之 集 ， 

C: 复 数 域 ， 

C(tA,B): 从 A 到 8B 的 连续 映射 之 全 体 ; CC(A) = C(tA,K). 
Ca):0 上 的 za 次 连续 可 微 函数 之 全 休 ; C(0) = CCD)， 
CL{X,Y 了 ;从 及 到 Y 的 紧 线 性 算 子 之 全 体 ; CL(X) = CL(X,XX). 
DD(T); 算 子 工 的 定义 域 . 

dtA,B): 集 有 A 与 B 之 间 的 距离 ; d(x,B) = d(x1,8). 
diam4 : 集 4 的 直径 . 

dimX: 空间 X 的 维 数 . 

5, : Kronecker 记 导 ， 

9A: 集 A 的 边界 . 

te;1: 未 加 说 明 时 表 RR” 或 疡 的 标准 基 . 

下 : 通常 表示 菏 个 映射 或 算 于 ; f: 通常 表示 泛 函 . 

GLICX):X 上 拓扑 自 同 构 之 全 体 - 

瑞 ; 通常 记 Hilbert 空间 . 

1: 单位 算 子 . 

J : 常用 来 表示 区 间 [a,bj(a < 5). 

KK= 及 或 C: K": 锡 维 Fuclid 空间 . 

K”*:K 上 mx 阶 和 矩阵 之 全 体 ; A € K”* 常 写作 [aj] 或 [a ],x;. 
1 :让 次 可 积 图 数 空间 , 1 委 站 过 ce. 

工 ”: 本 性 有 界 函 数 空间 . 

LL 六,Y): 从 处 到 Y 的 有 界线 性 算 子 之 全 体 ; LC(X) = L(X,X). 
加 ; Lebesgue 测度 . 
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i 记号 与 约定 


N: 自然 数 集 . 

NCT); 算 子 人 的 零 空 间 . 

及 :实数 集 ; R, = [0, oo). 

及 4CF): 映射 下 的 值 域 . 

RAT 或 民 : 算 子 工 的 预 解 式 . 
ro(T): 算 子 工 的 谱 半径 . 

of 了 ): 算 子 工 的 正则 值 集 . 

S!: 单位 圆周 . 

span4: 集 4 生成 的 向 量 空间 ， 
supp 太 ; 畏 数 了 的 支 集 . 

at 了 ): 算 子 工 的 谱 ， 

cpt 了) ; 竹子 了 的 点 谱 . 

了 : 通常 表示 线性 算 子 ; 五 = A 一 了. 
T” ; 算 子 的 对 侦 算 子 或 相伴 算 子 . 
WW 有; 晴 数 在 [a,b] 上 的 全 变 益 . 
X,Y,Z: 通常 记 赋 范 空间 . 

X :空间 天 的 对 偶 空 间 . 
Z: 整 数 集 ;Z，: 非 负 整 数 集 . 

Xa! 集 4 的 特征 函数 ， 

宕 :和 定 习 为 . 

三 ; 惜 等于. 

;定理 或 命题 证 完 . 


几 点 说 明 


1. 指 标 用 法 不致 误解 时 ,出 现 于 符号 >,, [[ , U, 门下 的 指标 予以 省 略 . 
未 加 说 明 时 ,下 标 x 遍 取 自然 数 , 任 给 xz ER"，f: DD->R" ,自动 认定 x= (x;)= 
(CT, ra) 人 任 给 之 EE 六 ,认定 x = (x) = 
(TT2 ,涉及 与 无 窃 答 阵 相 莱 时 着 徐 列 向 量 . 

2, 极 限 符号 lim -rw 号 lim Tom 分 别 表示 lim Ch 与 lim rw; limpti) 二 
9 (7) ,六 表示 一 致 收 化 ;一 表示 45? 收 化 ;一 与 妾 分 别 表示 虹 收 伊 与 弹 * 
收敛 ;imx。 一 lim sup zx lim, 一 lim inf{ x 

3. 范 数 记 号 ”不致 混淆 时 ,空间 了 ,YY,X" ,L(X,Y) 等 中 的 范 数 皆 记 作 
四 外 记 世 范 数 ;下 ， 1 记 sup 范 数 ; 1 :| 记 KK 中 的 Euclid 范 数 . 

4. 雪 记号 数 零 . 零 向 量 . 零 算 子 与 零 泛 函 均 记 作 0. 

5. 集 记号 集 的 标准 表示 是 : A = {zx : zx 满足 某 条 件 1, 例如 x:zERE 有 
f(x) > 01, 也 写作 fx C R: 7X(x) > 0| 或 简写 作 1 >0|,F(A) = Ifla):a 
EAlir+A= Iri+a:ia€ Al. 

6. 不 等 号 的 用 法 对 于 A,BCR ,约定 A< SOVaE A,Y5EB, 有 a< 
6 二 ,a 所 日 等 念 此 .对 f,g:;-~*R, 的 定 f<g 叶 OYxED, 有 f(x) < 
g(tT)if EE 仿 此 ; f(A) < ABOVa EE A,YEEB, 有 f(a) < Fi f(a) 
过 CB) 仿 此 . 

7. 映 射 记号 : DDCCX 一 Y 表示 上 映射 F : DD->Y,D 是 贸 的 子 集 . p(x,y) 
看 作 ~ 的 函数 时 沁 作 p(.,y) ,表示 自 变 量 . 车 Fr 三 zfVYrz EX 则 将 玉 写 作 
J 或 I 
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第 一 章 抽象 空间 


本 书 所 讲述 的 证 函 分 析 理 论 与 方法 ,将 在 一 种 类 似 于 平常 空间 但 更 一 般 的 数 
学 结构 中 展开 .这 类 结 购 以 具有 极限 运算 为 其 基本 特征 ,可 当 统称 为 柚 象 空间 .我 
们 将 重点 介绍 最 常用 的 Banach 空间 ,同时 也 论 及 稍 特殊 的 Hilbert 空间 与 更 一 般 
的 度量 空间 ,有 关 这 些 空间 的 基本 知识 是 进一步 学 习 泛 丙 分析 的 基础 . 


$1.1 Banach 空间 
$1,1.1 贼 范 空间 


空间 概念 的 推广 ,对 于 你 可 能 单 已 不 是 什么 新 奇 的 事 了 .实际 上 , 当 你 在 线性 
代数 中 学 习 向 量 空间 时 ,已 经 实现 了 从 直观 的 3 维 空间 到 抽象 的 ” 维 空间 的 飞 
路 .如 你 熟知 , Euclid 空间 R" 由 所 有 形 如 x = (riyz…vzrr 下面 缩写 
作 (r;)) 的 5 维 向 量 组 成 ,其 中 定义 了 线性 运算 ， 


a ) + Ply) = (ar + py,), 


,8 是 任意 实数 ,更 重要 的 是 ,我 们 能 将 3 维 向 量 的 长 度 公式 自然 地 推广 到 R" 中 ， 
任 给 z= (zi) ER", 称 


Iris (Dr) (1.1.1) 


为 向 量 z 的 模 长 . 从 长 度 自 然 地 引出 极限 概念 :车 [zx 中 } CC R* 是 一 向 量 序列 ， 
全 R", 则 约定 


TOO rr (k— 00). {1.1.2) 


尽管 维 Euclid 空间 已 有 一 定 的 一 般 性 ,但 还 远 不 足以 满足 应 用 之 需要 . 现 
在 面临 一 次 更 本 质 的 跨越 :从 x 维 Euclid 空间 过 渡 到 具有 如 下 两 方面 结构 的 抽象 
空间 (不 妨 记 和 作 X ); 

(i) 其 中 定义 有 线性 运算 ，; 

(i) 其 中 定 久 有" 长度”, 进而 能 由 长 度 引 出 距离 与 极限 . 
为 满足 第 一 个 要 求 , 只 需 假 定 X 是 一 般 的 向 量 空间 @ 就 够 了 . 至 于 “长度” ,进一步 


Db 即 线性 空间 ,有 关 概 念 可 参看 任何 一 本 线性 代数 教科 书 . 
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推广 模 长 公式 (1.1.1) 似 乎 是 一 个 自然 的 想法 ,但 这 至 多 适用 于 某 些 接近 于 Euclid 
空间 的 特殊 系统 ,并 不 能 达到 -- 个 一 肯 的 "长 度 " 概 念 .实际 上 ,我 们 在 利用 模 长 公 
式 (1.1.1) 描 述 RR" 中 的 极限 运算 时 ,很 少 需要 直接 运用 表达 式 (1. 1.1), 而 是 利用 
模 长 的 以 于 性 质 : 

《lar1=|allzli 

(二 全 十 和 1 二 1 

《ii | | 宇 0; | x1= 0Sxr = 0(R" 的 零 元 ). 

以 上 ,yy EE R' ,a EE RR. 这 就 启示 出 : 若 茶 个 向 量 空 间 上 定义 了 一 种 类 似 于 模 长 的 
概念 , 它 具 有 上 述 的 性 质 (i) 一 60), 则 如 同 式 (1.1.2) 一 样 定义 极限 之 后 ,就 可 将 
Euclid 空间 中 那些 仅 依 束 于 性 质 (i) ~ (ii) 的 概念 与 结论 推广 于 该 空间 , 以 上 起 法 
引 向 赋 范 空间 概念 , 它 的 严格 定义 在 逻辑 上 是 很 简单 的 . 

定义 1.1.1 设 义 是 数 域 K( 等 于 RR 或 C, 本 书 皆 如 此 )} 上 的 向 景 空间 .车 对 
每 个 z 蕊 XX, 指定 了 一 个 实数 x |, 称 为 x 的 范 数 中 , 它 满足 以 于 范 数 公 理 : 

(Ni ) 齐 次 性 ; | az 和 =1e rl; 

(N2) 三 角 不 等 式 : ®t+y| 志 z+ yl; 

(N;) 正 定性 ; 上 x 宇 0;1 xz | =0SSx= 0. 

{以 上 wy 到 ,a 亡 KK), 则 称 针 为 K 上 的 赋 范 向 量 空间 ,简称 为 赋 范 空间 ; 当 必 
须 明 确 指出 范 数 时 写作 (X, 上， | ). 车 =R( 或 CC), 则 称 站 上 的 赋 范 空间 为 实 
《或 复 ) 赋 范 空 间 . | 

依 定义 1.1.1, R" 就 是 一 个 实 赋 范 空间 ,其 中 的 范 数 就 是 依 式 (1.1.1) 定 义 的 
模 长 ,也 称 它 为 Eoetid 范 数 ,类 似 地 ,同一 公式 (1.1.1) 定 义 的 范 数 使 C* 成 为 复 赋 
范 空 间 .今后 以 K" 泛 指 R" 与 C0”, 它 经 常用 作 解 释 赋 范 空间 概念 的 模型 ， 

与 特殊 的 Eudid 范 数 | .| 不 同 ,定义 1.1.1 中 的 一 般 的 范 数 | ， || 无 具体 计算 
公式 ,对 此 ,需要 说 明 两 点 ;首先 ,就 理论 分 析 而 二 ,真正 本 质 的 东西 恰恰 是 范 数 公 
理 (N) 一 (CN ) ,而 不 是 范 数 的 具体 计算 公式 ; 正 因为 舍弃 了 范 数 的 特殊 表达 式 , 才 
得 以 建立 具有 高 度 一 般 性 的 赋 范 空间 理论 . 另 一 方面 ,一 旦 需要 将 赋 范 空间 理论 应 
用 于 某 一 特定 空间 ,就 必须 选择 适当 的 范 数 公式 ,并 验证 它 确 实 满 足 范 数 公 理 
(hn ) ~ (N; ) : 现在 就 来 看 一 个 简单 例子 . 

例 1.1.2( 有 界 聘 数 空间 ) 设 妖 是 任 -- 非 空 集 , Bo) 是 定义 于 人 上 的 有 界 
实 ( 或 复 ) 沙 数 之 全 体 , 它 显然 是 一 个 实 ( 或 复 ) 向 量 空间 . 件 给 we B(OY, 令 


| ul, = sypl u(x) 1, (1.1.3) 


中 范 数 一 词 ,今后 将 兼 指 特定 向 量 x 的 范 数 上 x 与 函数 xz- 上 z 站 . 在 后 一 种 意义 上 使 
用 时 ,通常 写作 -上 ,其 中 :代表 变量 x. 
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则 可 直接 验证 : 


| ea 1 = sup | au(x) | 


=!lalsgplulr)l=1al Fa, 


a+olo = sup | u(r) + v(x) 
sup | utr) 1+ sup | v(xr) | 


= wet 目下， 
alo 0 al =0s3v(z) 三 0 = 0, 


u,v BIN),a 是 常数 .这 就 验证 了 范 数 公理 (Ni) 一 (N;), 因 而 上 .中 。 确 
旦 一 范 数 , 称 为 sup 范 数 或 上 确 界 范 数 ; B(O) 依 sup 范 数 是 一 赋 范 空间 .今后 使 
用 空间 BCQ) 时 ,总 假定 其 中 使 用 sup 范 数 . 

自然 数 集 N 上 的 有 界 函 数 就 是 有 界 数列 .因此 ,有 界 数列 空间 B(N) 是 一 贼 
范 空间 ,通常 记 作 六 吉 mm; 对 每 个 x = (zi) € 1”, 其 sup 范 数 为 


zfo = sup 1 xl. 


不 过 ,在 这 一 特殊 情况 下 ,通常 记 作 | z 上。. 

在 下 节 中 ,我们 将 系统 地 分 绍 移 种 具体 的 赋 范 空间 . 

以 下 设 多 是 一 个 给 定 的 (K 上 的 ) 赋 范 空间 . 

为 加 强 与 平常 Euclid 空间 的 类 比 ,我 们 将 大 清史 
量 异 用 通常 的 几何 术语 , 赋 子 抽象 概念 以 某 种 可观 x 
形象 .例如 , X 中 的 元 称 为 点 或 向 量 ;向 量 + 订 解 
释 为 从 原点 ( 即 零 元 0) 到 点 z 的 有 向 钱 段 (图 1- bn 
1), 而 和 zz 即 其 "长度 ”; 当 zx = 工时 称 > 为 
单位 向 量 . 经 常用 到 的 一 个 简单 事实 是 , 若 


0 尖 过 EX, 则 zz 是 单位 向 量 .向 量 y 也 可 0 到 
表示 为 从 点 x 到 zx + y 的 有 向 线段. 三 角 不 等 式 无 国 
非 是 说 :三 角形 一 边 之 长 不 超过 另 两 边 长 之 和 .如 
同 在 了 中 一 样 ,由 公理 (N, ) 易 推出 ; 
人 > 2 | SD lz 1 ， (1.1.4) 
[zl yy 《1.1.5) 


以 上 zzvyEE 魏 i 魏 2). 你 应 当 能 说 出 这 两 个 不 等 式 的 几何 意义 .对 任 给 
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zyEX, 称 | zyl 为 点 工 与 y 之 加 的 距离 ,也 记 作 q(x,y). 更 一 般 地 ,对 任 
给 非 空 集 4 ,日志 X, 定义 和 与 日 之 间 的 距离 为 


dt4,B)- int ,le 6l. (1.1.6) 
约定 4{7,B) = q(txl,B). 定义 A 的 直径 为 
diamA = Sp, |x- yl, (1.1.7) 
当 diamA < co 时 称 4 为 有 界 集 .显然 , A 有 界 可 等 价 地 刻画 为 


心 忆 
sup ll z | < oo ， 


$1,1.2 极限 与 完备 性 


上 上面 定义 了 赋 范 空间 X 中 的 距离 ,因而 可 措 述 空间 中 两 点 的 接近 程 魔 ,而 这 
下 是 定义 极限 的 基础 .形式 上 ,为 在 革 中 定义 极限 ,几乎 只 需 套 用 R" 中 的 极限 定 
义 式 [1.1.2). 

定义 1.1.3 设 1x,! CX 是 一 序列 , x EE 芒 . 车 


x zr) 一 0 (no%), 
则 说 序列 fz, | 范 数 收 雍 ( 简 称 为 收 合 ) 于 极限 zx, 记 作 
TXT(n>o0) 或 limx。 = 了 工 ， 


由 定义 直接 者 出 ,在 关中 zz, 一 + 全 ,一 + 一 0(n -> oo). 因此 ,要 描述 空间 
蒜 中 的 范 数 收 敏 ,只 项 解 释 在 其 中 x, 一 0 的 意义 就 够 了 .对 于 一 个 具体 给 定 的 赋 
范 空间 ,确切 地 指明 x 一 0 的 具体 含义 ,无 疑 是 一 性 重要 的 事 .对 于 Fuelid 空间 
K" 中 的 序列 


上 忆 人 ( CT 
TH = (Cr ,rt De TR = 2, 


直接 四 出 1 x 1 一 0 全 了 一 0 一 co 所 i 所 4). 这 就 表明 ,KK' 中 的 范 数 
收 钱 原 不 过 是 通常 的 依 坐 标 收 和 伍 .其 次 ,对 于 序列 [x | C B(Q), 有 


sop | UatT} I 00Onu(r) 0 (x—> ,rt 人 2)， 


这 意味 着 空间 BCQ) 中 的 范 数 收 伍 就 是 一 致 收 敏 ， 

在 下 节 中 ,我 们 将 解释 更 多 的 具体 空间 中 的 范 数 收敛 . 

读者 从 微 积分 学 课程 中 熟识 的 许多 极限 性 质 ,如 极限 的 惟一 性 与 收 全 序列 的 
有 界 性 ,极限 的 运算 性 质 等 ,都 可 以 推广 到 赋 范 空间 中 的 序列 极限 , 且 无 需 逐 一 重 
新 论证 ,只 需 指 明 在 Euclid 室 间 中 所 述 性 质 的 证 明 仅 用 到 模 长 性 质 (Gi) 一 (i) (对 
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应 于 范 数 公理 (Nj ) ~(N;3)) 就 能 卫 . 试 用 一 具 型 例子 解释 和 如下,. 设 在 半 中 必 ; -= 了 了、 
在 区 由 a roaln— ~), 邻 计 在 蕊 中心 -> ar 为 此 .上 要 作 如 下 推理 


| 人 二 | ants -Amt HE 闪 本 旭 | (有 (NN,)) 
=|e | mc).tle,-ael .rl {用 (N10)) 


zconst | ec — 2 tla -al ll -=O0n >co)， 


其 中 用 到 ，e 的 有 异性 .这 就 推广 了 通常 的 极限 运算 性 质 : 乘 积 的 极限 等 于 极限 
的 乘积 

认 微 积 分 学 中 熟知 ， 无 穷 级 数 概念 不 过 是 有 限 和 运算 与 极限 运算 的 综合 .内 
此 ,在 峨 范 空间 中 考 虚 扰 穷 级 数 是 很 自然 的 .形式 上 ,我 们 儿 乎 可 照搬 微 积 分 学 中 
的 定义 : 若 r, 万 X(n 一 12.) 一 i, 5) 则 说 无 窒 级 数 
、， 必 收 总 于 .或 说 二 是 级 数 Nr, 的 和 ,与 作 .= Me,. 篆 > | zx, | 收 语 ， 
则 说 级 数 yy 绝对 收敛 

全 此 ,读者 或 许 会 认为 赋 范 空间 中 的 极限 论 序 米 很 简单 :无非 忠 搬 老 的 极限 定 

与 绊 论 而 已 .但 你 不 可 过 分 乐 锡 ,我 们 马上 就 坚 指 出 一 全 不 能 简单 申 搬 的 极限 定 
癌 在 经 典 极限 论 中 ,二 重 要 的 定 寿 巨 疑 是 : 

Cauchy 收 伍 库 理 数列 17, 收 就 的 充 旧 条 件 是 


li | Tm | 二 人， (1.1.8) 


BE 


即 
Ye>0,IN>O0,YTm,nEN, 有 Tx, x | E. 


不 辛 的 基 , 以 十 结 玉 竞 淋 能 推广 于 一般 赋 范 空间 ,下 向 就 是 - -个 简单 的 反例 . 
设 吕 是 区 间 J = 50,1] 土 的 多 项 式 之 全 体 , 则 也 依 sup 范 数 (3) 显 然 是 “个 赋 范 空 
问 .对 于 上 上 的 企 一 连续 孙 数 ,例如 = e* ,由 数学 分 析 路 的 Weicrstrass 定理 , 必 
有 堵 项 忒 序列 4! 一致 收 襄 于 ww, 即 明 wi OC) 了 而 当 pn 一 
so 于 有 


dua us -uo 人 0. 


然而 ,限制 在 空间 六 内 ,序列 和 上 却 居 不 收 租 的 . 

如 果 我 们 仍然 希望 Cauchy 收 襄 原 盟 在 赋 医 空间 理论 从 是! 发 挥 作 用 ,就 必须 将 能 
够 应 用 该 原理 的 空间 从 一 般 赋 范 空间 中 明确 划分 出 来 .这 就 党 要 以 下 定 六 

定义 11.4 若 赋 范 空间 X 中 的 序列 | x,! 满足 如 下 Cauehy 条 件 : 
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limll zx, -x =0 《1.1.9) 


(对 照 式 (1.1.8)). 则 称 |z 为 Cauchy 列 , 若 外 中 所 有 Cauchy 列 均 收 敏 , 则 称 XX 
为 完备 典范 空间 或 Banach 空间 . . 

训 接 看 出 , 收 敏 序列 几 为 Cauchy 列 ; 而 定义 1.1.4 则 规定 Banach 空间 中 的 
Cauchy 列 必 及 是 收 敏 序列 .因此 可 以 说 ,Banach 空间 上 下 是 慎 Cauchy 收 敏 原理 成 立 
的 赋 范 空间 .这 就 将 赋 范 空间 分 成 了 两 类 ; 完 省 空间 与 木 完 备 空间 .鉴于 Cauchy 收 
全 原理 在 经 典 分 析 中 的 重要 性 ,不 难 理 解 ,在 涝 函 分 析 中 完备 性 是 重要 的 ,尽管 并 
不 是 处 处 必 些 的 ， 

值得 庆幸 的 是 ,应 用 上 常见 的 赋 范 字 间 天 多 是 完备 的 .首先 ,Cauchy 收 敏 原理 
表明 下 是 Banach 空间 .进而 容易 推出 K" 亦 是 Banach 空间 ,而 这 又 推出 ( 依 下 而 
给 出 的 定理 1.1. 7 任何 有 限 维 贼 范 空间 是 Banach 空间 , 例 1.1.2 所 述 的 空间 
B(R) 可 作为 无 限 维 Banach 空间 的 第 一 个 例子 ,其 完备 性 的 验证 是 简单 的 (然而 
也 是 典型 的 ): 设 ja 己 BCQ) 是 一 Cauchy 列 , 则 YYx EE 号 , 数列 | (zz)| 满足 
Cauchy 条 件 ,因而 有 极限 wu (x), 在 不 等 式 


1 as 一 za 一 (YI) 
两 边 令 mm -= oo 取 极 限 得 
ute) — ux) lm -lo (YrE€en), 


因 市 
Fw ~ oiim | we ~ a |; 
lim | olim lim 上 一 上 =0D， (用 Cauechy 条 件 ) 


这 表明 ‖ zs 一 w=0(n 一 0) ,uw+ (uu) CC BON). 因此 , B(N) 
是 完备 的 . 

作为 完备 性 的 第 一 个 应 用 ,我 们 指出 :完备 赋 范 空间 X 中 的 绝对 收 伍 级 数 
> zz, 必 收 全 .事实 上 , 令 s，- > 车 > | 站 收 伍 , 则 


bss = xs 5 Nal 0 Gym 0), 
CI 而 三 


这 表明 lss+ 是 X 中 的 Cauchy 列 ,因而 必 收 敏 , 以 上 结论 的 重大 意义 在 于 :对 于 
Banach 空间 中 绝对 收敛 级 数 收敛 性 之 判定 ,并 不 需要 建立 一 套 新 的 判别 法 ,只 需 


外 对 任何 Cauchy 列 ix | 容易 验证 Jin fia x。 x, 让 = 0 .今后 将 多 次 用 到 此 结论 ， 
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应 用 熟知 的 正 项 级 数 收 笋 判别 法 就 够 了 . 例如, 若 X 是 Banach 空间 ,jz 上 性 天， 
tim 和 zf < 则 由 熟知 的 Cauchy 判别 法 得 出 ,级 数 > zz, 收 合 { 且 绝对 收 
钱 ) .这 一 类 的 结论 今 厂 将 多 次 运用 而 不 再 详细 解释 . ， 


#1.1.3 子 空间 ' 积 空间 与 同 构 


存 线性 代数 中 ,对 于 向 量 空间 考虑 了 子 空 间 .和 空间 与 线性 局 构 等 概念 . 现在 
我 们 将 这 些 纯 代数 概念 与 范 数 结 人 台 息 来 考虑 ,看 能 得 出 哪些 新 的 结论 . 

设 和 后 于 是 一 非 室 了 集 . 若 4 对 于 XX 中 的 线性 运算 封闭 , 则 称 4 为 X 的 子 
室 间 ,此 时 A 依 X 中 的 范 数 同样 为 赋 范 空间 .车 进而 假定 A 对 于 X 中 的 极限 运 
算 亦 封闭 (这 意味 着 车 ,| CA,z 一 工 ; 则 zx E A), 则 称 有 A 为 X 的 闭 子 空间 . 
以 下 简单 命题 是 常用 的 . 

命题 1.1.5 设 4 是 赋 范 空间 X 的 子 空 间 . 若 A 作为 赋 范 空间 完备 , 则 它 是 
考 的 闭 子 室 间 ;苦于 完备 而 4 为 闭 于 空间 , 则 A 亦 完 备 . 因此 ,Banach 空间 的 子 空 
间 是 Banach 空间 的 充 要 条 件 是 它 为 闭 子 空间， 

证 明 留 作 习 题 2. 

命题 1.1.5 常用 来 判定 空间 的 完备 性 . 例如 , 设 了 = [4,5](a < 56), 显然 
(Ji 上 的 连续 两 数 之 全 体 ) 是 B(7) ( 依 例 1.1.2) 的 子 空间 . 若 |w1 CC07)， 
x € BOD ,| -x 一 0, 则 ww (一 致 收 敏 ), 于 是 由 则 知 的 分 析 定 理 有 
4 CD, 可 见 C(J) 是 五 (万 的 闭 子 空间 ,因而 是 完备 的 .在 本 书 中 , C(7) 将 
是 中 现 最 频繁 的 Banach 空间 之 一 . 

藻 A,B 是 的 子 空间 ,每 个 x € X 有 惟一 分 解 

r=a+6, ua€A, bEDB, (1.1.10) 


则 说 和 是 A 与 B 的 直 和 , 记 作 多 = 及 中 B. 令 Pr = a,Ppr = 6(x,a,b 依 式 
《1.1.10)), 则 得 到 映射 


Pi X 一 有 与 pp :X 一 日 ， 


称 之 为 投影 频 射 ,简称 为 投影 ;更 确切 地 说 , P, 与 Ps 是 由 直 和 分 解 乏 = 4 四 日 所 
决定 的 投影 . 若 A,B 是 X 的 闭 了 空间 , 则 称 上 直 和 X = 4 四 月 为 拓扑 直 和 . 以 上 概 
念 可 推广 到 任意 有 限 个 子 空间 的 直 和 的 情况 . 

车 X= 4+ 昌 (这 意味 着 每 个 = € X 有 分 解 式 (1.1,10) ,但 不 要 求 惟一) , A 
与 B 是 X 的 子 空间 , 则 X = A 四 日 的 充 要 条 件 是 和 门下 = |0|. 这 实际 上 是 一 


思 这 喜 际 着 :对 任 给 zy E 4,aE 攻 ,有 7z+oE AarEA. 在 具体 问题 中 ,判定 菜 个 空 
癌 的 子 集 为 子 空间 ,通常 是 平凡 的 车 情 . 


,号 第 - 章 抽象 空间 


个 纯 代 数 结论 ,在 线性 代数 中 已 遇 到 过 ,本 书 中 将 多 次 用 到 此 结论 . 
若 XXX 是 区 上 的 两 个 贱 范 空间 ,凡是 x XX; 记 所 有 有 序 对 (x xi) xi 全 
XZ) EX) 之 全 体 , 则 X，x XX 依 线性 运算 
otra tt Bly ya) = (ary + Pyisars + Py) 
(其 中 民 ,,y, EXX,i= 1,2,a,8 EK) 是 KK 上 的 向 量 空间 , 称 为 X, 与 Xs 的 积 空 
间 . Xi x X: 中 可 依 才 种 方式 定妆 范 数 .例如 可 令 
| (zy = | + lr. (1.1.11) 
容易 验证 ,如 此 定义 的 范 数 的 确 满 是 范 数 公理 ,是 
Tr ,x Or -rr0 (xn-ro,i= 1,2). 
这 航 表 明 ,X， x X; 中 的 范 数 收敛 等 价 于 依 坐 标 收 策 全 ,无论 XX, x X, 中 的 范 数 是 
否 依 和 1.1.11) 式 定义 ,只 要 它 导 出 的 收 伍 足 依 坐标 收 舞 ,就 称 该 范 数 为 积 范 数 .未 


加 说 昌 时 ,在 积 空 闻 中 总 使 用 积 范 数 写 . 
对 于 任 倒 有限 个 赋 范 空间 的 积 空 间 , 可 类 似 处 理 .约定 


[Ix = KI X Xs x x KX,. 
rr 


在 泛 函 分 析 中 ,经 常 不 免 同时 涉及 多 个 赋 范 空间 ,因而 发 生 不 同 空间 是 否 可 于 
相 玲 换 的 问题 .在 线性 代数 中 ,两 个 互相 线性 同 构 的 向 晤 空间 可 以 认为 实质 上 相间 
而 无 需 民 别 . 对 于 两 个 赋 范 空间 , 则 还 得 加 荆 对 范 数 的 比较 ,这 引出 以 下 定义 ， 

定义 1.1.6 设 多 ,Y 是 及 上 的 赋 范 空间 . 若 存 在 线性 同 构 @TT :多 一 YY 与 下 
常数 ,8, 使 得 


& zz 由 妥 | Tri 有 (vrEX) {1.1,12) 
则 说 匀 与 Y 拓扑 同 构 , 并 称 了 为 从 并 到 Y 的 一 个 拓扑 同 构 ; 若 条 件 (1.1. 12) 代 之 
以 17ril = | xl CYxE€E XX), 则 称 工 为 等 距 同 构 . 共 了 : 贸 - Y 是 等 店 同 构 


而 Y 是 其 个 赋 范 空间 2 的 子 宗 间 , 则 称 工 : X > 2 为 等 下 嵌入 ; 当 这 样 的 等 距 腿 


下 戎 了 = (za)E XXX ， 则 称 zzs 为 x 的 坐标 . 

名 XX， x Xz 中 的 务 一 个 积 范 数 是 ‖ (ri ,cr 上 = maxl 上 zi 是 ,上 x 是 |, 它 的 作用 与 方便 
性 与 积 范 数 全 .1,11) 式 并 无 差别 . 其 他 形式 的 积 范 数 尚 多 .不 这 ,在 理 沦 分 析 中 不 必 关 心 所 用 的 
旦 哪个 积 函 数 . 

号 即 保持 线性 运算 的 双 射 .这 是 一 个 纯 代 救 概念 ,你 可 以 在 线性 代数 中 找到 它 . 

针对 于 和 与 Y 中 的 范 数 用 了 同一 记号 外" 1 ,并 不 会 引起 混 清 :由 上 下 文 我 们 能 羯 断 “E 
革 ,， Tz 人 EY. 今 后 在 类 似 情况 下 ,也 以 叶 -记号 记 不 同室 间 中 的 范 数 ， 


$1.1 banach 空 间 0. 


人 存在 时 ,说 X 可 等 距 其 入 Z. 
以 了 {或 I ) 记 久 上 的 单位 算 子 , 即 Ixr=x(Y¥YreEeXx). 革 :| 与 
| .中 是 四 二 的 两 个 范 数 ,而 


T:CX, |. | )-*»(X,| 1 
为 招 扑 同 爸 ,和 统 定 义 1.1.6 这 意味 着 存在 a,8 > 0, 使 得 (对 照 式 (1. 1.12)) 
alzle ll lr|, (Vr€EX) 
虽说 | 站 与 上 1 是 刁 上 的 等 价 范 数 . 


出 式 (1.1.12) 直 接 扒 再 : | ,| -0 全 | Tx =0(n 一 9). 因此 ,空间 XX 
中 基于 极限 的 所 有 结论 通过 乓 扑 局 构 工 自然 地 过 渡 到 空间 Y; 或 者 说 ,就 涉及 极 
内 的 任 质 而 吝 , X 与 了 实质 上 室 无 区 别 , 因 而 完全 可 互相 赫 换 , 相应 地 , 同 -一 空间 
于 互相 等 价 的 范 数 定义 出 同样 的 极限 运算 ,内 而 对 于 所 有 基于 极限 的 问题 尤 需 区 
别 ,至 二 互相 等 距 同 构 的 赋 范 空间 , 则 在 涉及 路 高 的 问题 上 亦 无 区 别 ,因而 可 妖 作 
完全 相同 的 赋 范 空间 . 

互相 拓扑 辣 构 的 赋 范 空间 表面 上 可 能 相 其 很 记 , 实 际 判 定 两 个 赋 范 空间 是 否 
拓扑 间 构 往往 不 易 . 不 过 ,对 于 有 限 维 空间 来 说 事情 倒 很 简单 , 因 我 们 有 以 下 结果 . 

定理 1.1.7 K 上 所 有 n(€ N) 维 赋 范 空间 拓扑 同 构 丁 Euctid 空间 KR ,因而 
二 . 相 所 扑 同 构 ， 

欲 芭 定理 证 明 的 读者 可 铺 看 文献 [10] 的 $1.9. 这 个 出 色 定理 的 意义 是 显 而 易 
昂 的 ,既然 长 上 任何 x 维 赋 范 空间 拓扑 同 构 于 K" , 我 们 只 需 考 虑 K" 这 个 最 简单 
的 标本 器 够 了 . 岗 K" 完备 , 故 所 有 有 限 维 赋 范 空间 都 是 完备 的 ; 这 义 推 出 任何 赋 
范 空间 的 有 限 维 子 空间 必 是 闭 的 (用 命题 1.1.5). 其 次 ,将 定理 1.1.7 用 于 Ke 得 
出 ,K” 中 任何 范 数 必定 互相 等 价 .例如 , R" 中 的 范 数 


lrli= oO irl {x- (xr)€R’) 


必定 等 价 于 Euclid 范 数 (1), 因 而 依 此 范 数 的 收 伊 就 是 依 坐 标 收 化. 这 些 事 实 部 是 
基本 而 常用 的 .而 且 , 对 于 定理 1.1.7 的 应 用 还 不 限于 上 述 结论 . 一 般 的 规则 是 : 若 
空间 K” 中 的 某 个 结论 仅 用 到 线性 运算 与 极限 运算 , 则 该 结论 亦 适 用 于 任何 有 限 
维 邵 范 空间 ! 例如 , K* 上 的 线性 函数 是 连续 的 ,因此 任何 有 限 维 赋 范 空间 上 的 线 
性 函数 亦 必 连续 . 

设 关 与 Y 分 别 为 赋 范 空间 与 Banach 空间 . 若 X 等 距 同 构 于 YY 的 某 个 子 空间 
,县 每 个 y EY 是 YY。 中 某 序列 的 极限 ( 妈 Y。, 在 站 中 稠密 ,参看 后 面 的 定义 
1.3.7)》, 则 称 下 为 和 的 完备 化 . 

定理 1.1.8 任何 赋 范 空间 必 存 在 完备 化 ;一 个 赋 范 空间 的 所 有 完备 化 互相 


. 10 . 第 一 章 ”抽象 空间 


等 距 同 构 , 因 而 本 质 上 是 惟一 的 . 
这 一 重大 结果 的 直接 证 明 颇 为 繁琐 ,不 拟 给 出 .在 2.4.4 中 我 们 将 给 出 一 个 
极 简短 的 间接 证 明 . 


$1.2 范 数 空间 


无 论 为 更 好 地 理解 抽象 的 Banach 空间 概念 ,还 是 从 抽象 空间 理论 的 实际 应 用 
考虑 ,都 必须 尽 可 能 熟悉 一 些 具体 空间 的 例子 ,本 节 就 是 要 专门 考虑 一 些 这 样 的 例 
子 .在 泛 函 分 析 的 应 用 中 常见 的 Banach 空间 ,大 多 以 函数 空间 {包括 序列 空间 ) 的 
形式 出 现 . 其 中 最 基本 而 又 常用 的 是 本 节 所 述 的 两 类 空间 ; L?* 空间 与 Cn 空间 , 它 
们 分 属 “ 坏 函数 "的 空间 与 “好 函数 "的 空间 ,二 者 在 实际 应 用 及 其 他 函数 空间 的 研 
究 中 均 起 基本 作用 . 

以 下 设 了 = [a,b](a < b),1 迄 p= gi (go 一 1) 党 {注意 大 十 @ = 1, 
p= gqg=%,p= m= 1),m € Zz,. 我 们 首先 考虑 J 上 的 函数 空间 ,这 
种 特殊 情况 形式 上 较 简单 ,而 且 实 际 上 包 合 了 更 一 般 情况 的 本 质 特征 . 


§1.2.1 空间 41*{ 了 ) 
对 上 任 一 Lebesgue 可 测 函 数 w(x), 定义 其 1? 范 数 为 


ja 9 1 和 p< oo， 
ll ,= “ 


{1.2.1) 
Acjin ,SP | u(x) 1, P=™™. 
令 
LPC) = fa :在 /下 可 浏 有 是 | ad, < ol. {1.2.2) 


当然 ,(1.2.1) 式 中 的 积分 应 理解 为 Lebesgue 积分 ,而 m4 刚 是 4 的 Lebesgue 测 
度 D. 称 wE€ 4?(J)(p << 品 ) 为 p 次 可 积 函 数 ; 而 称 ww€ L” (7) 为 本 性 有 界 函 数 . 
车 fuif CO), EL ODD), | 一 让 -00n 一 00) , 则 说 序列 fu] 2? 收 


化 于 记 作 坟 -一 (nw 一 0). 当 户 < 局 时 , 称 L 收 俐 为 p 次 平均 收 钙 或 
p 次 平均 电 近 ;1 次 平均 收敛 就 简称 为 平均 收 伍 ;2 次 平均 收 伍 也 称 为 均 方 收敛 当 
1 一 站， 充分 小 时 ,不 妨 说 上 是 w 的 一 个 F 逼近 或 Le 近似 .这 一 类 的 术语 野 广 


名 不 熟悉 Lebesgue 测度 与 Lebesgue 积分 的 读者 ,对 于 理解 L’ 空间 会 感到 为 难 . 实际 上 ,我 
们 很 快要 说 明 ，C(J) 在 L2(J)(B < oe) 中 稠密 ,因而 L2(7(p < oo) 可 看 作 空间 {CN), 
1 .11 ,) 的 完备 化 .这 一 理解 可 不 直接 用 到 Lebesgue 积分 . 


$1.2 了 数 窄 间 1 


集 只 又 暴 具 形 象 性 ， 适当 地 运用 并 不 失 产 格 ， 


性 , 直观 上 ， zx — uln 一 500) 意味 着 曲线 
4 二 W(X) 与 如 = ul(zT) 所 夹 面 积 趋 于 零 . 注 
意 这 不 排除 对 某 些 x ,| u(x) -wtz) 1 保持 
很 大 的 值 ( 见 图 1-2). 这 就 是 说 , L' 进 近 要 求 
整体 地 战 平均 地 逼近 ,但 不 保证 每 个 局 部 都 无 
例外 地 通 近 .可 见 , 工 ! 收 分 与 通常 的 “外 处 收 
敛 " 有 很 大 差别 . 当 1 < p< ce 时 , L* 收 伍 有 
类 似 的 直观 意义 . 图 12 

命题 1.2.1 若 认 定 了 上 两 个 几乎 姓 处 
相等 的 函数 为 同一 元 率 , 则 L7(OD) 依 LL? 范 数 .| ;是 一 Ranaeh 空间 . 

证 不 妨 设 1 < p< {tp = 1,oco 的 情况 证 明 更 简单 ), 利用 不 等 式 

lautvlfe2 (x1 +l v1*), 

容易 验证 L*(J) 是 一 向 景 空间 .下 面 只 需 验 证 范 数 公理 (Ni ) 一 (N;) 及 完备 性 条 件 
{定义 1.1.4) 满 足 . 


(i) 验证 范 数 公理 .直接 看 出 上 .用 , 满足 (N,) 与 (N;), 故 只 ! 竹 验证 (N2). 为 
此 ,首先 建 并 一 个 不 等 式 ; 
Ty Sart(l -a)y. (Ty O00 Le < 1). (1.2.3) 


不 芒 设 x > y. 国定 y 访 0, 令 p(x)= art(l1-a)y- zy 则 
Pr) = all— (yr) >0, (Cr > vy). 


于 是 PCz) 之 gl(y) = 0, 这 推出 不 等 式 (1.2.3). 
现在 利用 不 等 式 (1.2.3) 来 建立 著名 的 H6lder 不 等 式 : 任 给 ww € 1?(J) ,vw EE 
L*(J) ,有 


wl i ,vl ,. {1.2.4) 
不 妨 设 ‖ zi。| w | ，> 0 (否则 不 等 式 (1.2.4) 自 动 成 立 ) ,于 由 
vl u(r) v(x 
Fu eT = 全 和 az 


| a dl 
TE (RR) 


| ul 到 19 加 1 
<| G Taiz gl 2 jdz ( 取 oa = p-! 用 式 {1.2.3)) 
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这 表明 不 等 式 (1.2,4) 成 并 . 
利用 13lder 不 等 式 , 戎 可 扒 出 三 角 相 等 式 : 任 给 wm € 140), 有 


训 
， 1 
larwlt =| [utfollatovolr dr 
4 


rile otrae+vt?! 
(| wl ,3 | yl ,) | ‘utol* ll, {用 式 (1.2.4)) 
= Cel tol at vl), (Rp -1)g= 7) 


以 上 不 等 式 黄 端 同时 除 以 上 x+ wi”* 即 得 +wl ,过 ul st wl,. 
(ii 证 完备 性 . 设 | CI) 因 Cauchy 列 , 即 


lim || ae — a » = 0. 
则 可 递 次 取出 下 林 nn, 过 nm 所 …， 全 得 


a ta | 2, (nk 2) (1.2.,5) 


+1 


| wi, = | lim{ > | a Dar] 


1 
Th 和 Hs + > | Ch | ， 则 


-tn[[ (> | az] (用 Levi 定理 ) 


=lim) 2 1 v1 


ElimD yw i, (用 式 (1.1.4)) 
Slim2)'2* < oo， (用 式 (1.2.5)) 


可 见 e E 号 (因而 we 在 上 几乎 处 处 有 限 , 即 \ | v1 < so, ae .这 表明 级 
数 2 w 下 平 处 处 绝对 收敛, 从 而 译 列 {4 | 儿 乎 处处 收 化. 设 us ae (hk 
c) , 出 


各 
| | lim | w, — wu edx 
日 让 生 


和 1.2 函数 空间 四 ” 13， 


折 
lim| 1a 一 av | dr, (用 Fatou 定 型) 
pn Hy 
瞩 
| us lim 和 | ,, 
lm -ll, Slimliml ,NH, =0. 
这 表明 | 同一 站 一 0 一 cc) aa 和 (站 完备 性 得 让 加 


以 上 述 明 的 一 个 剧 产 品 是 Halder 不 等 式 (1.2.4) ,其 应 用 如 同 L? 空间 一 样 广 
这 ,国库 值得 作 点 说 明 . 首先 指出 ,不等式 (1 .2.4) 的 详细 形式 是 


『 Hote) | dr 人 1 u(r) rar) (T | vt) dr)". 《1.2 49 


共 中 1 之 二 gitg 一 1) < 0. 尽 符 式 (1,2.4) 比 式 (1.2.4) 更 直观 ,但 在 熟练 的 情 
况 下 ,运用 缩写 形式 式 (1.2.4) 实 际 上 更 届 方 便 , 下面 用 -… 个 简单 例子 说 明 . 设 1 过 
ros<ou€EL(D). 了 p= sr,q = pllp -1),v(r)=1, 


= el = | Tw lv | 
| ,oa ， (用 式 (1.2.4)) 


判 商 uw € (7). 这 就 得 出 (CDU 和 Er 之 5 < mm); 这 一 包含 显然 亦 适 
用 于 s = ce. 特别 ,有 AD) COD <p 和 %m). 运用 Halder 不 等 式 时 ,经 常 
此 用 到 以 让 简单 事实 : 


es 一 ae Qep < oo). 


$1.2.2 空间 C*{ 了 ) 
以 wn 记 阔 数 的 & 阶 导数 , a” = 2 今 
CD = Haat EE CONOEREN), 
约定 CI{J) = C(J). 定义 
al ,= max la | (au€E C0)), (1.2.6) 
其 中 此, 记 sup 范 数 ( 见 式 {1.1.3). 对 于 yw EC = 1,2,…) ,显然 


十 当 涡 之 1 时 ,记号 |。 可 能 与 1.” 范 数 相 混 . 不 过 ,本 书 中 .1 出现 不 争 , 生 每 次 有 
其 确 交待 ,并 雹 误解 之 忧 . 
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fa ul >0| -ul >0 (一 co 二天 二 了 
《人 wut? Fu nn 0 mnm). 
当 | 4 一 上 上 ,一 0 时 ,我 们 说 fx | C" 收 租 于 wx . 这 一 和 名称 并 不 通用 ,为 行文 方 
便 , 寻 且 用 之 . 若 a 一 vv 充分 小 , 则 称 vw 为 x 的 一 个 CC 通 近 或 Cr 近似 ， 
对 应 于 命题 1.2. 1, 现 在 有 下 向 的 命题 . 
命题 1,2.2 0"(7) 依 范 数 ‖ ， ,是 一 Hanach 空间 . 
证 _C”"() 显然 是 向 量 空间 ,验证 | ， | ,。 满足 范 数 公理 (Ni ) 一 (N,) 也 是 容 
易 的 ,只 需 证 完 和 名 性 , 设 fx,1 是 CC7) 中 的 Cauchy 列 , 即 
lim | za 一。 =0, 
这 相当 于 
jiam | ua =0 人 0 二 二 过 出)， 
即 fa 加 :ENEO 反 下去 齐 ) 依 sup 范 数 为 Cauchy 列 , 上 节 中 已 指明 (C01)， 
-完备 ,因此 有 E C0 ,使 得 ww 地 ww (nn 一 0 ,0 过 上 攻 加 ). 结合 微 
积分 学 中 的 结果 推出 w = viii(l 近世). 令 = wp, 则 得 w= 9， 
#0 和 Em). 这 表明 uw E CCD 有 Nw-ul, >00n-> 
oo). 完备 性 得 证 ， 口 
将 已 考虑 的 两 族 空 间 L* (1) 与 Ce) 合 在 一 起 ,构成 一 个 递 升 的 空间 链 : 
NCOD CCCU) 
LNDCLODNCLO) CTCL), {1.2.7) 


其 中 1< < < oo 在 式 (1.2.7) 中 任 取 - -个 空间 ,例如 X= C2(J); 然后 任 
取 序列 ul 己 X, 则 


elCeODCCOODDCELO (USpR wm). 
因此 ,对 于 |u| 可 以 考虑 C” 收 敏 (1 = 2.1,0) 与 5? 收 敏 (1 之 pp 之 oo) ,这 就 
得 到 无 限 多 种 收 合 性 ;而 且 , 这 些 收 伊 性 的 晨 度 是 道 降 的 . 

CC 收 合 渤 C! 收 化 地 C0 收 合 二 5? 收 敏 二 万 收 合 ， 
其 中 1 入 7 < 户 忒 品名. 可 能 使 你 困惑 的 是 ;为 何 要 这 许多 收 敏 性 ? 简单 的 回答 


书 显然 一 收 贫 = 六 收银; 若 上 Sr 区 p< oo , 则 由 Halder 木 等 式 有 上坟 1 过 const 上 |， 
由 此 易 看 出 1 收 襄 ==L" 收 伍 . 


$1.2 郑 数 空间 “D3. 


pb 
ct* 通 近 c! 记 近 


是 : 惟 此 才 是 以 应 付 多 种 不 同 的 需要 . 策 如 , 设 函 数 u(.) 描述 了 某 个 宏观 的 物理 
量 , 当 你 并 不 关心 局 部 问题 时 ,4 一 一 > 4 已 是 以 使 你 满意 .车 EC 日 
你 除了 关心 u(-) 的 数值 之 外 还 关心 曲线 x = w(xz) 的 光滑 性 ,那么 仅仅 ， -wx 
并 不 能 使 你 满意 ,你 会 同时 要 求 na', 圭 w', 这 就 需要 C! 收 仑 了 如 图 1-3. 对 于 更 精 
细 的 问题 ,之 要 C? 收 化 甚至 更 强 的 收 化 . 

$1.2.3 各 种 推广 

对 于 应 用 上 需要 的 函数 空间 ,当然 不 能 将 函数 的 定义 域 限制 为 区 间 /现在 就 
解除 这 一 限制 ,考虑 更 一 般 的 空间 L?(D) 与 C"(Q) 不 过 ,这 种 推广 并 不 涉及 本 
质 上 新 的 因素 .只 是 形式 | 更 繁 些 黑 了 . 因此 ,我 们 将 省 去 大 部 分 细节 , 仅 概述 基本 
的 定义 与 结论 . 

(空间 LL" (8) . 设 (92,x) 是 一 测度 空间 .对 0Q 上 任 一 可 测 函数 ， 令 


lu lrduy lp<%, 
1 ze。 = (), 1 (1.2.1) 
| 
LQ) = 1u :是 局 上 的 可 测 函 数 日 Fad, < se 上 (1.2.2) 
车 如 上 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 , 则 (L*Cn), 上、 | ,) 是 一 Banach 空间 ,将 


其 记 为 (0 ,pe) ,简写 作 L?(n) 或 Lr, 相应 地 ,前 而 已 提 到 的 L? 范 数 、 I? 收 伍 
滞 术 语 在 此 有 自明 的 意义 ,Halder 不 等 式 (1.2.4) 亦 保持 成 立 . 背 2 CR* 而 未 特 
别 说 明 , 则 L (2) 总 理解 为 L2( 人 mm) ,mm 为 n 维 Lcbesgue 测度 . 若 吕 是 一 个 概 
率 空间 , P 是 其 中 的 概率 测度 , 则 Li(0)(= LefD,P)) 就 是 吕 上 pp 阶 随 机 变量 
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之 全 体 ,而 ul -Enaelc El 是 随机 变量 x 的 产 阶 绝对 第 (1 之 疡 < 

co) aa 和 了 所 有 ) 也 称 为 声 次 可 税 随 机变 如. 实际 上 ,关于 随机 变量 以 及 随机 过 程 

的 相当 一 部 分 内 容 ,下 是 在 上 * 空间 (无 其 是 在 姜 空 间 ) 的 框架 内 得 到 有 效 处 奸 . 
(ii 室 间 .人 尾 纺 无 穷 问 生 = Crit 念 


‘(Sly, I) 1 peo, 
1 = (1.2.8) 
sup | .r，1， p= op 
则 
r= rl, (pw) (1.2 9) 
依 起 数 ， |, 是 一 个 Banach 空间 .空间 丫 己 在 $ 11 小 提 到 了 . A 是 最 简单 、 
尘 身 最 和 完 被 研究 的 无 限 维 Banach 空间 之 一 ,常用 作 人 解构 某 些 概 念 与 结论 的 模型 . 


在 很 多 方面 ,可 将 空间 六 与 二 相对 照 .例如 ,与 式 (1.2.4) 相 对 应 ,成 闻 如 下 形式 
的 Halder 不 等 式 ， 


~ 


i 


过 |。 yi,, {1.2.10) 


其 中 了 = 人 ET (En 过 = 49-D 过 oo 特别 , 取 放 = 9 = 
2 得 到 Cauehy 不 等 式 : 


[Ney, > i 2, 上 | %, 1， (1.2.11) 


其 中 (人 rw) GE 12. 
6i 空间 C” (8 设 人 对 所 及 是 一 有 界 闭 区 域 ,以 (”(2) 记 口 上 六 次 连续 
可 微 ! 即 所 有 mm 阶 偏 导数 存 和 站 连续 ) 耳 数 之 全 体 , 今 


eds = re nl Cu € (0)), {1.2.6) 
其 中 

i 

| 好 了 oe 

| (1.2.12) 

ea) ER, lal= Va. 


日 然 约定 咏 = 此 处 0 0.4.0) ER. 可 以 验证 (C0*{Q), 上 .用 ,) 是 
一 Banach 罕 间 ,在 其 中 避 一 tk 一 50) 意味 普 在 只 上 


mn Ed fk moo, | EE 


如 在 CY (万 中 - - 样 ,也 称 上 述 收 敛 为 CC” 收 合 . 


$ 1.3 点 集 与 连续 件 0 


苦 空 间 LQ) CC" 中 的 汕 数 取 实 {或 复 ) 值 ,其 L*CQD) .0™(0Q) 是 实 (或 
复 )Banach 空间 .对 于 空间 站 亦 可 作 类 似 说 明 , 不 过 , 涉 帮 这 些 空间 的 许 凶 结论 与 
所 取 数 域 瑟 关 . 

最 万 应当 指出 , 谋 用 是 数 空间 来 描述 具体 的 物 埋 或 技术 系统 ( 甘 全 包括 其 些 社 
会 系统 ) ,实际 上 是 很 自然 的 .例如 ，- 个 物 二 系统 可 能 其 有 的 状态 通常 决定 于 后 十 
参数 (时 间 ,空间 位 置 此 其 他 内 素 ) ,特定 的 状态 -- 慨 对 应 菜 一 特定 的 汕 数 (或 序 
列 ), 晒 数 的 类 型 (可 积 .连结 或 光 涪 等 ) 则 决定 于 系统 的 具体 特性 .如 桌 我 们 希望 束 
体 地 把 握 一 个 系统 , 斌 不 应 仪 对 点 些 特殊 的 状态 感 兴趣 ,而 应 对 系统 可 能 有 的 状态 
之 全 体感 兴趣 ,人 这 就 涉及 到 证 的 函数 宰 间 .实际 上 ,对 任何 物 埋 系统 的 考察 都 
必然 忆 关 联 普 相 应 的 明 数 空间 ,只 是 有 时 术 必 明确 总 说 到 虹 了 . 


$1.3 点 集 与 连续 性 


本 节 的 任 劳 是 :借助 于 平常 的 几何 术语 ,对 典范 空间 中 点 集 的 构造 给 出 某 种 形 
象 化 的 描述 ;进而 运用 点 集 论 的 概念 .语言 与 方法 ,处 品 与 连续 穆 及 与 空间 结构 右 
关 的 问题 . 对 于 本 节 ,你 的 最 初 印 象 很 可 能 是 :网 列 的 概念 很 密 , 遇 重大 结论 则 较 
少 .然而 ,所 述 内 容 对 十 整个 泛 滑 分 析 都 是 很 县 本 的 ,今后 区 乎 随时 用 到 . 
以 下 设 X,Y 等 总 给 定 的 赋 范 空间 . 
$1.3.1 点 集 
空间 X 的 任何 子 集 称 为 点 集 ,其 中 的 元 案 称 为 点 .你 自然 想像 点 集 如 同 平常 
至 间 ( 例 如 平面 Ri ?中 的 图形 .在 R* 中 ,我 们 可 说 出 三 角形 ,椭圆 等 许多 熟知 的 图 
形 . 然 而 ,对 于 抽 象 的 空间 多 ,似乎 还 说 不 出 其 中 有 什么 特别 令 人 感 兴趣 的 点 集 ， 
不 过 .有 一 种 点 集 , 即 球 ,是 特别 简单 中 容易 想像 的 . 什 给 a EE 多 > 0, 令 
有 Ce (1.3.1) 
有 (ay 一 和 人 | 《1.3,2) 
二 者 分 别称 为 X 中 以 为 心 以 > 为 半径 的 开 球 与 闭 球 , 下 球 也 简称 为 球 ; 称 
B,C0)CB1(0)) 为 单位 球 !{ 闭 单位 坏 ), 有 时 也 用 到 球面 概念 ,并 约定 S (el = fr EE 
Xi 一 el = ri. 我 们 将 看 到 , 球 是 赋 范 空间 理论 中 - .个 特别 有 用 的 辅助 工具 . 
遂 过 类 比 与 联想 ,你 很 容易 想像 , 赋 范 空间 中 的 球 就 是 与 通常 的 球 或 R: 中 的 
贺 相 类 似 的 东西 .这 一 比拟 天 致 不 错 , 但 也 木 可 过 于 简单 化 ,以 免 发 生 误 导 . 即使 在 
有 有 限 维 空间 中 , 球 概 念 也 比 初 看 起 来 归 复 杂 些 例如 ,在 R2 中 定义 
| rl = {rt 1 (1 过户 性 co)， 


> = nax| 1 ri |, | x 1， 
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(z= 二 《x ,72) ER), 如 对 于 相同 的 思 , 单位 球 
面 lxER: |x| ,= 1| 是 很 不 相同 的 ( 见 图 
1-4) .顺便 指出 : 正 是 球 的 不 同 特性 ,决定 了 空间 
X 的 不 同类 型 . 

如 果 A 所 是 一 个 任意 的 点 集 ,那么 能 对 
它 说 些 什 么 呢 ? 我 们 能 将 从 观察 通常 的 平面 图 
形 所 获得 的 印象 如 于 A 吗 ? 下 面 的 定义 正 反 瞎 
了 我 们 力图 类 上 比 于 平常 的 几何 观察 来 描述 抽象 
点 集 的 意向 . 

定 尽 1.3.1 设 ACX,zxzExX. 

图 1-4 (i) 车 存在 x >0, 使 得 B(x) CC A, 则 称 .x 

为 A 的 内 点 , 称 4 为 x 的 邻 域 DC. 以 A 记 A 的 内 点 之 全 体 , 称 它 为 A 的 内 部 . 

(7 若 Yr>0 有 和 门 Br 天启 , 则 称 z 为 A 的 触 点 .以 互 记 4 的 能 点 
之 全 体 , 称 它 为 A 的 闭 包 . 

{这 若 Fr>>0, 有 A 人 Bfz) 关 名 ,A' 门 B(x) 关 促 , 则 称 x 为 4 的 边 
界 点 .以 34 记 A 的 边界 点 之 全 休 , 称 它 为 A 的 边界 . 

(tiv) 车 Yr>0, 有 (A {x 站 Bl(r) 关 人 光 ， 
划 称 z 为 4 的 聚 点 或 极限 点 .以 A 记 A 的 聚 点 之 |* 
全 体 , 称 它 为 A 的 导 集 . 

这 样 ,每 个 点 集 4 都 关联 着 四 个 集 : A*, 有 ,9A 
与 4A“ ,将 集 A",34 及 A = A' U3A 想像 成 如 图 1-5 
所 示 的 形状 ,或 许 过 于 简单 化 了 . 然 面 , 正 是 从 如 图 
1-5 这 样 简单 的 示意 图 所 获得 的 直观 印象 ,为 理解 机 54 
象 的 点 集 概念 提供 了 有 益 启示 , 只 要 你 不 过 分 依赖 
于 直观 ,就 不 臻 陷入 译 误 . 男 一 方面 ,利用 定义 1,3.1 


可 推出 以 下 关系 : 图 1.5 
A=A™=A*LJ3A=AUA,, (1.3.3a) 
A = (AD — A\9A = AN3A， (1.3.3b) 
34=A\A’=ANMNA', (1.3.3c) 
4 = jiz:zEAANTziil (1.3.3d) 


号 较 常用 的 是 开 邻 域 ,特别 是 球形 邻 域 .但 限于 使 用 开 邻 域 并 无 必要 ， 
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这 些 关 系 式 不 如 定义 1.3.1 中 的 交接 描述 那么 直观 ,但 用 于 还 辑 证 明 则 是 更 方便 
的 .不 过 ,眼下 使 你 感到 烦恼 的 可 能 是 ,突然 -- 下 子 面 对 一 大 堆 既 填 俱 又 欠 直 观 的 
公式 ,不 知 如 何 能 够 记 住 . 其实, 你 未 必需 要 去 包 住 它们 .但 你 不 妨 自 己 动 手 证 明 其 
中 部 分 结论 ,以 便 加 深 理 解 , 式 (1,3,3a) 一 {1.3.3d) 的 证 明 都 很 简单 , 今 以 证 A” = 
CA) 作为 示例 . 
TEASIr>0:B(r)CA (用 定义 1.3.1()) 
汪 了 rr >0:4 门 了 (rz) = 条 
YE 蕊 AerE (Ac (用 定义 1.3.1(i)) 
式 (1.3.3) 表 明 , A',34 与 A“ 都 可 通过 闭 包 来 表示 ,可 见 闭 包 是 一 个 基本 的 
概念 ,值得 对 它 作 更 细致 的 考察 . 
命题 1.3.2 设 4, 卫 于 XrEX, 则 以 下 结论 成 立 : 
(Dr EAPGd(r,A) = 0 时 存在 序列 1z iC 广 及 ,使 一 (nn 一 0). 
{ACAACB>ACBA- AAUB=AUEB. 
证 (车 zE4, 则 Yr>0 有 aeEA 门 日 (rz), 于 是 


d(z ,AE |r-all<r, 


这 推 则 dtxz,A)}=0. 蔡 d(xz,A)=0, 则 YanEN, 必 有 x, EBA, 使 x,-z| 
< ln, 这 表明 |zx,| 二 A ,x 一 运 , 车 存在 jzx,! CA 使 .x 一 工 (n -> oo 刚 对 
任 给 > > 0, 当 n 充分 大 时 上 x 一 z+ 之 7, 因 而 x & 有 An 门 B,(x) 闫 2, 这 推 
出 TE€EA. 

() 显然 ACA,ACB=>ACB,ACA. 戎 rEA, 则 由 已 证 的 (ij 有 |x,! 
CCA, 使 z 一 zn 一 00) 取 y EE Af By,(zjn = 1,2,…), 则 显然 Yn 全 
zz eceo), 故 zE 及. 这 就 证 得 A = 仿 由 AcCAUB 得 过 坊 二 襄 百 ; 同 理 
BCAUB, 因 此 AUBCAUB. 若 zxEAUB, 凤 有 {x,|CAUB, 使 
XT， 了 (#09). 不 妨 设 有 1x,! 的 子 列 |x, | CA, 因此 由 zx 一 工 得 xz EA， 
从 而 工 A LB, 这 就 证 得 AUB= 有 AUB. 国 

现在 引进 点 集 论 中 最 重要 的 概念 ， 

定义 1.3.3 设 ACX. 若 A = 及, 则 称 A 为 闭 集 ; 若 A = 有 A, 则 称 A 为 
开 集 . 

今 将 闭 集 与 开 集 的 性 质 综合 于 下 ， 

命题 1.3.4 设 ACCX, 则 以 下 结论 成 立 ; 

(7) 互补 性 ; A 是 闭 集合 A* 是 开 集 . 

{ii) 等 价 刻 画 : A 是 闭 集 富 4 己 AS34 CAA’ CASSA 对 极限 运算 封 
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闭 , 即 4 中 任何 政和 倒序 全 的 极限 属于 4;A 是 征集 富 A ASANMN9A4 = CC. 
(ii) 运算 性质 , X 中 任意 个 闭 集 的 奖 或 右 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ,任意 个 开 集 的 
并 或 有 限 个 开 集 的 父 是 开 集 . 
证 (i) A 是 团 集 洁 A = 4 = 44 = A"GSA' 尽 开 集 (用 式 (.3.34a)). 
由 于 目 集 与 用 集 之 癌 的 引 补 关系 ,下 面 只 需 考虑 闭 集 . 
{ii) 由 式 (1.3.3) 及 命题 1.3.2 之 人 推出 ( 试 挫 证 ). 
Gii) 设 1&,1 是 关中 任 一 族 闭 集 , 4 A, 则 由 ACA, 得 及 CA, .A, 
眠 而 县 cf = A, 放 和 A 基 闭 集 . 其 次 设 A,8 记 色 是 闭 集 , 则 由 (利用 命题 1.3.2 
之 (0) 


AUB=AUB-AUB 


知 A UB 是 闭 集 . 进 调 用 归纳 法 吕 知 任意 有 限 个 团 集 之 并 为 闭 集 . i 

简单 地 溢 , 闭 集 就 是 对 极限 运算 封闭 的 集 ; 开 集 就 是 其 中 每 点 为 内 点 的 集 .你 
对 于 闭 集 的 印象 很 可 能 是 如 同 用 边界 围 起 来 的 闭 区 咸 那样 的 集 . 这 种 理解 并 不 准 
霄 ,容易 导致 误解 .一 个 闭 集 可 以 没有 边界 ( 即 边 界 为 空 集 ) ,例如 全 空间 多 就 是 ， 
它 并 不 被 什么 边界 围 住 ! 一 个 闭 集 可 能 其 本 映 就 是 边 界 , 例 如 若 A 是 R 中 一 直 
线 , 则 人 A = 341 没有 育 点 的 集 必 然 是 闭 集 (A’ = 帮 =>A' 二 A1) ,例如 及 的 子 集 
N 就 是 四 集 , 它 看 起 来 更 不 像 团 区域 或 内 区 问 ， 

在 具体 问题 中 ,已 知 其 个 集 吓 闭 集 或 开 集 常 导致 极 有 用 的 定性 判断 . 例如 ,在 
罕 间 C0) 中 , 集 


让 会 fa EE CU) ze 在 了 上 有 零点 | 


证 之 D， 因此 ,车 1a!l CA,u, zu， 则 局 ww EE A, 即 &4 在 J 三 必 有 去 
豆 . 再 如 ,在 x 阶 实 征 阵 的 空间 R*” 中 ,可 道 矩 阵 之 全 体 构成 一 于 集 G. 因此 ， 
者 ME 6G, 则 充分 接近 于 MM 的 甜 阵 也 属地 局; 或 者 说 ,微小 的 扰动 不 会 使 M 痪 
出 集 0 之 外 .这 就 说 明 ,矩阵 的 可 道人 性 是 一 稳定 性 质 , 它 不 因 微 小 摔 动 而 被 破坏 . 
这 一 类 的 结论 在 实际 问题 中 无 疑 尾 很 有 意义 的 . 

$1.3.2 连续 性 


首先 概述 一 下 有 关 有 映射 的 基本 用 语 . 设 DC 是 一 一 非 空 集 . 若 对 每 个 x € 上 D， 
依 规则 下 指定 了 一 点 y EE 站 与 之 对 应 ( 道 常 写 3 为 FLr) ,或 简写 作 Fz ), 则 说 给 
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定 了 一 个 映射 PF :P 一 YY 片 称 厂 为 下 的 定 必 域 , 记 作 D(F) , 称 R(F) 和 

{Fr ED 为 下 的 值 域 , 称 Fx 为 F 人 在 x 的 值 ; 当 Fr € KK 时 通常 将 fz 写作 

FLr). 当 要 突出 厂 足 的 子 集 这 一 事实 时 ,将 下 : 记 一 了 写成 
F:DCX—Y. 

设 下 :DD 一 7 是 一 映射 . 苦 Fr = Fy 二 x = y, 则 称 下 为 单 射 ;车 RC(F)= YY， 
则 称 下 为 满 射 ;同时 为 单 射 与 满 射 的 映射 称 为 双 射 . 若 下 为 双 射 , 则 下 有 逆 映 射 
F ', NH 

Fl:Y-»-D, Fr > 
车 朱 关 有 CD, 则 称 上 映射 A-> 六 ,cr 一 Fr 为 映射 F :DD TY 在 各 上 的 限制 , 记 
作 下 | 4; 而 称 下 为 FP 1 A 的 延 拓 或 扩张 .车 G :YY 居 另 - -映射 , 则 称 晓 峰 
DY ZG(Fr) 为 G 与 FF 的 复合 映射 , 记 作 GG。F .对 于 有 映射 广 : > 了 与 
ACD,B CY, 约定 
JFA= iFr:r€Al, 
FE: = |r€ED:rre Bl. 


FA 称 为 A 在 映射 上 下 的 怕 , F-1B 称 为 B 关于 FF 的 原 虱 关于 像 与 原 像 的 以 下 简 
单 关系 是 常用 的 . 


‘ACF'(FA), F(tF!B)CB, {11.3.4a) 
ACF'HSOFACES, {1.3.4b) 

| F(UA, )= UrA,, FINADYCNEA,, (1.3.4c) 

- 

| F "(UB,)= Ur!B,, F (NB,)= NF 'B,, (1.3.4d) 
FB = TNF PP， (1.3.4e) 
{GG* FYIC= FI(G CY, (1.3.4f) 


其 中 FPF:D=> YO: Y=»7,A.AC D.,B,B;C Y(i € JT,! 是 任 一 非 空 指标 
集 ), CCZ. 
作 了 以 上 准备 之 后 , 韧 在 并 始 考 虑 连续 且 射 . 几乎 照搬 微 积分 学 中 的 连续 性 定 


外 在 现代 数学 中 .映射 .函数 , 算 子 .变换 等 用 诺 并 无 实质 上 的 差别 ,只 是 因 习 惯 的 关系 ,在 
个 同 的 场合 ,用 法 上 有 所 偏重 .例如 , 泛 孙 分 析 中 通用 算 子 一 词 ;而 下 值 于 及 或 CC 中 的 虹 射 道 党 
叫 范 数 或 泛 耳 .名 称 的 选择 并 不 是 本 质 的 . 
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定 多 1.3.5 ”给 定 上 映射 下; 品 CCX 一 YY 与 点 xo。E DD. 车 Ye >>0,3I38#>0， 
当 了 后 也, 省 r 一 ro 区 人 时 得 有 站 Fr -Re <s, 则 说 所 在 点 zo 处 连续 , 若 
在 DD 上 每 点 连续 , 则 说 下 在 上 上 连续 . 

约定 以 CCD,Y) 证 从 万 到 Y 的 连续 映射 之 合体, 而今 C(D) = CD 区 )， 
K = 及 或 C. 对 于 了 E€ CCD), 更 习惯 的 叫 法 是 称 了 为 连续 函数 或 连续 汉 函 . 

运用 点 集 记 号 ,可 将 下 在 x。 连续 的 条 件 表 成 : Ye > 0,]6>0, 使 


FODNM B(xron) TC BE)D. (1.3.5) 
穿 易 说 明 ,以 上 条 件 等 价 于 : 苦 在 万 中 心 一 ro; 则 Fi， Fro(n > ee), 即 
limFr, = Fllimx, ). (1.3.6) 


式 (1.3.6) 正 是 我 们 从 微 积分 学 中 熟知 的 表达 连续 性 的 标准 方式 , 这样, 我 们 在 微 
积分 学 中 所 熟悉 的 所 有 连续 函数 ,都 可 以 用 作 定义 1.3.5 意义 下 的 巡 续 函数 的 例 
子 .当然 ,你 更 希望 看 记 一 些 一 般 赋 范 空 间 X 上 的 连续 函数 的 例子 .可 惜 ,眼下 就 
能 写 出 的 这 种 例子 还 不 多 .一 个 最 常用 的 简单 例子 就 是 f(x) = | xz, 它 的 连续 
性 是 很 明显 的 (请 试 证 有 明 ). 

在 泛 函 分 析 中 ,基于 点 集 论 的 以 下 连续 性 条 件 或 许 更 加 有 用 . 

定理 1.3.6 设 记 CX 是 开 ( 或 闭 ) 集 . 

(i) 蜡 市 FF: DY 连续 的 充 要 条 件 是 ,对 任 给 开 ( 或 财 ) 集 VCCY,F+V 是 
X 中 的 开 ( 或 闭 ) 集 . 

(ii) 酒 数 /: DD 一 RR 连续 的 充 要 条 件 是 , Ya ER, 集 Df<a) 与 D(f>a) 
为 开 集 (或 Df 过 a) 与 D(f 守 a) 为 闭 集 ), 其 中 

Dif<a)=Ir€ED:flr) <al= (oo,0); 


Dtf> oa) 与 D(f 志 a),D(f 这 a) 念 此 . 

证 ”不妨 只 考虑 DD 为 开 集 的 情况 (利用 式 (1.3.4c) 可 过 渡 到 万 为 闭 集 的 情 
况 ). 

(i) 首先 设 下 连续 , V 己 YY 是 -- 开 集 , 任 给 zx， EF V , 今 要 证 xz, 是 下 -LV 
的 内 点 (这 推出 天 7 为 开 集 ). 央 FroE VV = V', 故 有 >>0， 使 再 (Fr)C Y 
( 依 定 义 1.3.1G0). 由 连续 性 有 6 > 0, 使 条 件 (1.3.5) 满 足 . 因 DD 是 开 集 , 故 不 六 
设 B(xo)CCD ( 否 旭 适当 缩小 5 ), 因 而 由 式 (1.3.5) 有 (B(xo)) CV, 这 淮山 


中 注意 球 Btzxo) 与 及 (Fazo) 分 别 在 空间 XX 与 Y 中 .此 处 及 以 后 对 于 不 同 空 间 的 球 都 用 辣 - 
记 导 B,Ca) ,所 属 空 间 则 由 球 心 a 来 识别 ,并 无 混淆 之 康 . 
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Bi(zxo) CFTV( 用 式 (1.3.4b)), 故 zn E (ETV)" 
反之 , 设 开 集 关于 下 的 诛 像 恒 为 开 集 , 今 证 下 在 任 一 点 x。E DD 连续 . 任 给 
s >0,V 会 B.(Fxro) 是 Y 中 的 开 集 ,因而 下 1'V 是 X 中 的 开 集 ,前 mn 是 下 TY 
的 内 点 .于 是 有 8 >0, 使 名 (vo) 性 FI'V, 从 而 FB;(xo) 忆 VY, 即 条 件 (1.3.5) 
满足 ,可 见 下 在 ru 处 连续 . 
Gi) 车 了 连续 , 则 由 已 证 的 0) 知 D(f < a) = 六 (- oo) 与 DLA> o) = 
六 (a,%) 是 开 集 .反之 , 设 DCF< a) 与 D(f > a)(a E€ 最 ) 全 为 开 集 , 则 对 任何 
有 限 开 区 间 (a ,8) 所 玉 ， 
(ap = DIfF EP ND a) 
是 X 中 的 开 集 . 因 R 中 的 任何 开 集 V 可 表 为 有 限 开 区 间 之 并 , 故 广 ! 桓 为 开 集 . 
由 已 证 的 (i), 了 连续 . 口 
用 定理 1.3.6 所 给 的 条 件 米 判定 连续 性 是 得 方 使 ,此 处 姑且 不 论 . 可 以 立即 指 
出 的 是 ,定理 1.3.6 提供 了 构成 开 集 与 闭 集 的 很 一 般 的 方法 . 例如 ,前 面 提 到 可 道 
矩阵 之 集 G 是 R”* 中 的 开 集 ,你 可 能 正 疑 惑 于 如 何 得 出 这 一 结论 . 从 定理 1.3.6 
看 来 ,这 其 实 很 简单 ， 
fiR™Y" >R, A-> detA 
的 连续 性 是 不 成 问题 的 ,因而 
G= 1A: FA)O0 = ,0) UY (0,0%)) 
是 开 集 .一般 地 ,车 : XX 一 RR(l 过? 之) 是 一 组 连续 函数 , 集 FC 广 由 涉及 于 
的 {有限 个 ) 不 等 式 界 定 , 则 当 仪 有 严格 不 等 号 > ,< (或 不 严格 不 等 号 六 ,过 ) 昌 现 
时 , 上 是 开 集 ( 或 闭 集 ) .例如 ,不 加 思索 ,你 就 能 断定 
(zy)ER :x ty <r<2rtyl 
与 
{zy) ER:2r + yyEr+i1 
分 别 为 R* 中 的 开 集 与 闭 集 ,尽管 你 未 必 能 立即 说 出 这 些 集 的 准确 形状 .但 对 于 集 
{rE€EX: rl <1,lzr-al 1i, 
却 不 能 作 结 论 . 
$1.3.3 基本 集 
现在 我 们 来 看 点 集 论 的 概念 是 否 有 助 于 揭示 赋 范 空间 的 结构 . 中 心 的 问题 是 ， 
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能 等 找到 一 个 尽 可 能 “小 "的 子 集 A 忆 多, 使 得 每 个 x 多 可 以 适当 形式 由 A 中 
的 元 素 表示 出 来 . 苦 而 mX = nx < %，, 则 可 取 芭 的 一 个 基 |e,,e;,…,e,| ,使 得 每 
个 工艺 匀 可 表 为 ell 过 i 过) 的 线性 组 合 , 即 


X = span|e: ,es," ,en|, 


记号 spanA 表示 集 A 生成 的 向 量 空间 , 即 A 中 元 的 有 限 线 性 组 合 之 全 体 , 因此 ,在 
某 种 意义 上 ,对 于 X 的 研究 ,促使 用 个 元 ei1,e;，…,e, 就 静 了 .如 此 带 来 的 简化 
何其 明显 . 若 dimX = co, 则 已 不 可 能 找到 由 有 限 个 元 组 成 的 基 . 但 我 们 仍然 力图 
趟 出 较 小 的 子 集 (例如 可 数 集 ) 4 CX, 使 得 每 个 x EX 可 用 A 中 的 元 通过 线性 
运算 与 极限 运算 表示 出 来 ,因而 某 些 问题 只 需 在 A 上 处 理 就 通 了 , 这 一 考虑 导致 
一 系列 概念 ,它们 在 Banach 室 闻 理论 中 具有 基本 的 重要 性 . 

定 兴 1.3.7 设 A,BCCX. 

中 车 BC 性 有 A, 则 说 A 在 8 中 稠密 ;车 A CBCA, 则 称 A 为 B 的 笛子 集 ; 
X 的 稠 子 集 就 称 为 稠 集 . 

《ii) 若 日 含 可 数 的 稠 子 集 , 则 称 B 为 可 分 集 ; 苦 X 本 身 可 分 , 刚 称 X 为 可 分 
空间 . 

(ii) 着 spanA = X, 即 spanA 为 称 集 , 则 称 A 为 X 的 基本 集 . 

(iv) 若 le 亡 基 是 一 序列 ,每 个 所 X 可 惟一 地 表 为 


字 一 Saie,, 

则 称 1e;| 为 X 的 Schauder 基 . 

直接 从 定义 看 出 ,车 A 是 XX 中 的 稠 集 , 则 每 个 x € XX 可 表 为 A 中 某 序列 的 极 
限 (参考 命题 1.3.2( 站 )) ,或 说 * 可 用 4 中 的 元 下 近 ; 若 A 是 XX 的 基本 集 , 则 每 个 4 
E XX 可 用 A 中 元 的 线性 组 合 表 近 ., 稠 集 与 Schauder 基 都 是 基本 集 ; XX 可 分 室外 有 
可 数 的 基本 集 , 因 而 有 Schauder 基 的 空间 必定 可 分 . 

在 定义 1.3.7 所 定义 的 诸 概 念 中 ,最 重要 的 是 基本 集 , 它 可 看 作 与 有 限 维 空间 
的 基 相 当 的 东西 .显然 ,任何 赋 范 空间 X 都 有 基本 集 一 一 X 本 身 就 是 .但 如 果 一 
个 基本 和 集 不 足够 “小 ” ,或 其 中 的 元 素 没什么 特色 ,就 未 必 有 什么 价值 ,我 们 当然 要 
寻求 更 有 价值 的 基本 集 . 现 在 就 来 考虑 一 些 具体 空间 中 基本 集 的 例子 . 

例 1.3.8 《iD 空间 1 的 基本 集 . 令 。 = (0,…,0,1,0,-…)7, 1 在 第 i 项 , 今 
指明 fe : i € N| 是 空间 下 (才思 近 00) 的 Schauder 基 , 因 而 是 2 的 基本 集 且 7? 
是 可 分 的 .事实 上 , 任 给 x = (zx,) EJ 有 


-Sel = Dao (0), 
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这 正 表 明 x = > ei. 

为 行文 方便 起 见 , 将 如 上 的 fe, | 称 为 的 标准 基 . 今 后 当 提 及 户 与 1e 上 | 而 未 
加 说 明 时 ,总 认定 |el 就 是 标准 基 . 

(ii) 空间 CL 的 基本 集 , 了 = [a,8](a < 5). 由 著名 的 Weierstrass 定理 ,每 
个 ww C(t) 可 用 J 汪 上 的 多 项 式 一 臻 逼近 ,这 等 于 说 , 了 上 的 密 项 式 之 全 体 己 是 
CC7) 中 的 笛 集 .其 次 ,以 4 记 逢 函数 x"(n EE Zz,) 之 全 体 , 则 显然 P = spanA, 敦 
4 是 CD 的 基本 和 集 ,因而 C(J) 是 可 分 的 . 

(i) 空间 工 ”站 的 基本 集 , 了 如 上 ,1 所 疡 < %, 因 可 指明 每 个 zw 短工 *(J) 可 
用 连续 丽 数 L? 逼近 ,而 一 致 通 近 强 于 L? 通 近 (参考 81.2.2), 故 空间 C(J) 的 基 
本 集 4 = 1x”: nn Z,| 也 是 L? (J) 的 基本 集 , 因 而 工 (J ) 是 可 分 的 .其 次 , 因 易 
指明 每 个 x E CCJD) 可 用 阶梯 函数 一 臻 到 近 ,而 阶梯 清 数 是 形 如 Xs(8 是 三 的 子 区 
间 ) 的 函数 的 线性 组 合 , 故 


fs 全 是 了 的 子 区 间 | {1.3.7) 


亦 为 了 (7) 的 基本 和 集 .其 次 容易 看 出 ,也 可 以 x1。,] : x € 了 i 代 兰 式 (1.3.7) 作 为 
LC/) 的 基本 集 ， 

(iv) 空间 IL*(R) 的 基本 集 , 1 委 记 < %w. 对 任 给 EE 了 (R)， 令 六 = 
XI mal， 则 


a -ut = | | utx) ed 0 {hn 0%), 
即 w 一 一 ~。 而 对 每 个 E N,a 看 作 1?[ 一 ,nn] 中 的 元 可 用 [一 ,nj 上 的 
阶梯 函数 L? 逼近 . 于 是 结合 (ii) 得 出 ，F(R) 有 如 下 基本 集 ( 与 式 {1,.3.7) 对 照 ): 


iXs :5 CR 是 有 限 人 区间}. (1.3.8) 


(7) 空间 7 (0) 的 基本 集 , 1 志 p < 0,0 CR" 是 任意 开 集 . 任 给 实 或 复 值 
师 数 w, 约定 


suppa = |z :az 天 人， {1.3.9) 
称 它 为 函数 。 的 支 集 . 令 
CCD) = ju € C"(0) : suppu 是 的 有 界 子 集 |， {1.3.10) 


其 中 0 过 站 过 oo. 一 个 可 庆幸 的 事实 是 ， CD) 在 L*(Q) 中 稠密 ,因而 是 
LL(02) 的 基本 集 . 当然 ,我 们 不 会 竖 求 你 在 此 处 知道 上 述 结 论 的 严格 焦 据 .但 你 一 
定 应 当知 道 , p 次 可 积 函 数 ( 其 连续 性 可 能 极 差 ) 总 可 以 用 极 好 的 函数 (例如 
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CCD) 中 的 函数 ) L? 下 近 ;或 者 说 ,两 极 相通 , 极 坏 的 孙 数 可 以 用 极 好 的 卫 数 Lf 
逼近 .读者 将 有 机 会 体验 这 一 结论 的 价值 . 

一 般 说 来 ,为 充分 利用 基本 集 的 好 处 ,通常 应 将 它 取得 尽 可 能 地 “小 ” ,而 且 其 
中 的 元 素 足 够 简单 ,或 已 被 充分 研究 而 容易 把 握 , 因而 容易 在 其 上 建立 某 些 命题 ; 
而 前 过 一 个 极限 过 程 , 就 可 将 这 些 命题 推广 到 全 空间 上 .这 种 方法 在 泛 函 分 析 的 应 
用 中 具有 基本 意义 ,其 显著 效果 从 下 而 的 简单 例子 能 得 到 初步 体现 . 

例 1.3.9 外 设 w E150),J = [a,5], 今 证 


lan| ur)sinnzde = 0. (1.3.11) 
若 六 二 Xp Co, BP) CJ, 虽 显 然 
和 a ， 
| u(r)sinnrdz = | sinnrdr "0 {nr 00), 


由 此 容易 推出 , 当 w(.) 是 阶梯 晴 数 时 式 (1.3.11) 也 成 立 . 现在 考虑 一 般 的 u 所 
LT. Ye > 0, 取 上 的 阶梯 函数 wv, 使 ww 一 v1 之 e. 取 NN > 0, 使 得 


oC)sinnrdz | <e {Vn N). 


于 基 当 nw 宇 N 时 有 


由 
| u(r)sinnrdzr | 


<| {utr) 一 本) | dz 十 fot)sinnedz 


<|a—vill+e < 2e, 


这 正 表 明 式 (1.3.11) 成 立 . 
(让 设 w ER),u(r) 的 Fourier 变换 定 兴 为 


RQ(ew) -| a(n)ewar. 
今 证 
应 【 土 c) = limat(w) = 0. (1.3.12) 


着 w= Xep: 则 


Bp 一 i 
alw) =| evdr= 0 (ol 一 oo). 
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由 此 又 推出 , 当 w 是 有 有 界 支 集 的 阶梯 呆 数 时 式 (1.3.12) 成 立 . 若 E L'(R) 是 
任 给 的 , Ye > 0, 取 有 有 界 支 集 的 阶梯 兽 数 w, 使 1z-vl<s. 取 4>0, 使 
得 
ow) I<e (lw | A). 
则 当 | w | 宇 A 时 有 
[atw) [| Rw) vw) | tl ow) | 
<|u—-vh,+e <2e, 


这 表明 式 (1.3.12) 成 立 . 

以 上 两 例 都 涉及 用 阶梯 函数 1* 表 近 可 积 沿 数 .- - 般 说 来 ,对 于 涉及 1 空间 
(1 所 世 co) 的 问题 ,运用 适当 的 通 近 方 法 最 见效 果 . 因 L? 空间 中 的 函数 一 般 “ 很 
坏 ” ,如果 不 挑选 -一些 “ 较 好 ”的 尊 数 去 逼近 ,就 可 能 有 难以 克服 的 困难 . 


$1.4 紧 性 与 岗 定理 


在 数学 论证 中 ,经 党 要 遇 到 以 下 其 类 存在 性 问题 ; 
(A) 确立 某 种 对 象 (如 某 个 问题 的 解 ) 存 在 , 即 至 少 存在 一 个 ; 
(B) 确立 某 种 对 象 普遍 地 存在 , 即 存在 旦 充分 多 ， 
闻 所 考虑 的 紧 性 与 网 定理 ,将 分 别 为 解决 问题 (A) 与 (B) 提 供 有 力 工具 . 
以 下 设 X,Y 等 是 给 定 的 赋 范 空间 ， 


$1.4.1 紧 性 


许多 存在 性 论证 依赖 于 以 下 事实 : 欲 证 其 存在 的 对 象 是 某 - -点 集 的 洁 点 ,而 这 
种 聚 点 的 存在 性 常常 又 取决 于 点 集中 的 序列 恒 存 在 收敛 子 列 .这 就 表明 ,其 中 任何 
序列 人 在 收 生 子 列 的 点 集 在 存在 性 论证 中 可 起 关键 作用 . 这 导致 如 下 定义 . 

定义 1.4.1 设 ACX. 车 A 中 任何 序列 有 收 合子 列 , 则 称 A 为 相对 紧 集 ; 
大 4 中 任何 序列 有 收敛 子 列 且 其 极限 属于 A, 则 称 A 为 紧 集 . 

直接 由 定义 看 出 , 紧 集 就 是 闭 的 相对 紧 集 ; 4 是 相对 紧 集 忆 及 是 紧 集 ;相对 
紧 集 的 任何 子 集 是 相对 紧 集 ; 紧 集 的 任何 闭 子 集 是 紧 集 . 若 A C 忆 X 无 界 , 则 必 有 序 
列 izol 忆 4, 使 上 xz, 一 co(n -> 00), 显然 这 样 的 | 2,1 不 可 能 有 收 往 子 列 , 因 
而 A 不 是 相对 紧 集 , 这 就 表明 ,相对 紧 集 必 为 有 界 集 , 紧 集 必 为 有 界 闭 集 . 数学 分 
析 中 的 一 条 基本 定理 指出 ;R 中 任何 有 界 序列 此 有 收 伍 子 列 . 这 等 于 断言 ,R 中 的 
有 界 集 是 相对 紧 集 ,从 而 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 只 需 简单 的 论证 ,就 可 将 以 上 结论 推广 
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于 R" 以 至 任何 有 限 维 赋 范 空间 . 

定理 1.4.2 说 dimnx<e,4CCX. 则 4 是 相对 紧 集 全 4A 有 界 ; A 足 紧 集 
他 A 是 有 界 闭 集 . 

虽然 这 一 结论 并 不 适用 于 无 限 维 空间 (我 们 将 很 快 指 出 这 -- 点 ,参看 稍 后 的 定 
理 1.4.8), 但 它 能 给 我 们 一 种 初步 的 直观 印象 ;原来 紧 集 就 是 类 似 于 R" 中 有 和 界 闭 
集 ( 如 财 区 间 ) 的 点 集 . 当然 这 一 理解 还 远 不 足以 构成 对 紧 集 的 准确 认识 ,甚至 可 能 
产 牛 误导 (参看 后 面 的 定理 1.4.8) .但 一 个 明显 的 有 有 益 启 示 是 :既然 紧 性 定义 密切 
地 联系 于 “有 界 序 询 有 收 合子 列 " 这 一 分 析 基 本 定理 ,那么 像 区 间 套 定理 有限 颍 盖 
定理 这 样 的 分 析 基 本 和 定理 是 和 理 也 应 与 紧 集 有 某 种 联系 ? 这 正 是 以 下 定理 要 解答 
的 . 

定理 上 .4.3 对 于 A 给 出 以 下 条 什 ， 

(1) A 是 紧 集 ; 

4iy 4 的 任何 无 限 子 集 必 有 紊 点 ; 

Gi) 荐 A 污 B,D Bo,B,(n = 1,2,. 

(tiv) A 的 任何 开 蓝 盖 有 有 限 子 覆盖 ; 

{v) A 是 全 有 界 集 ,这 意味 着 Yr > 0,4 可 用 有 限 个 半径 为 > 的 球 覆盖 . 
则 妆 4 相对 紧 时 条 件 (v) 满 足 , 即 相对 紧 集 是 全 有 界 集 ; 当 A 足 闭 集 时 (ie3( 让 全 
(3(iv)=>(V); 当 太 完备 时 (v} 咏 A 相对 紧 ; 当 区 完 备 旦 A 为 闭 集 时 条 件 (i) 一 
(v) 互 相等 价 . 

定理 的 证 明 较 长 ,不 拟 给 出 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 i 10] 8 1,9. 现在 只 对 定 
玲 1.4.3 中 的 条 件 作 些 解释 , 若 涉 是 立 的 一 族 子 集 ,其 中 诸 集 之 并 包含 及, 则 说 网 
稳 症 A, 或 你 为 A 的 一 个 收 羡 ;由 开 集 组 成 的 闭 盖 就 称 为 开 杜 羡 . 若 +C 汪 月 了 
项 六 A ， 则 称 ! 为 少 的 子 覆 盖 ; 由 有 限 个 集 组 成 的 子 覆 益 称 为 有 限 子 桥 羡 . 与 数学 
分 析 中 的 熟知 结果 相对 照 ,可 以 说 条 件 {iv) 相 当 于 断言 :对 集 4 有 限 覆 盖 定 理 成 
立 ; 条 件 (i 芭 不 妨 称 之 为 闭 集 套 定理 , 它 显 然 可 看 作 区 间 套 定理 的 推广 ; 至 于 (ii)， 
自然 就 是 聚 点 原理 了 .这 样 ,通过 定 埋 1.4.3, 就 在 抽象 空间 的 一 般 框架 内 实现 了 
有 限 履 羡 定 理 . 闭 集 套 定理 与 素 点 原理 的 统一 ,而 且 统 一 于 紧 集 概念 . 鉴于 此 , 紧 集 
概念 的 理论 价值 ,也 就 木 言 而 喻 了 . 

不 过 ,我 们 更 关心 紧 集 的 应 用 ,现在 是 该 给 山菜 些 应 用 例子 的 时 候 了 . 

$1.4.2 紧 性 的 某 些 应 用 

从 定理 1.4.3 我 们 能 作出 如 下 结论 ; 凡 能 用 区 间 套 定理 .有限 团 羡 定理 等 分 析 
基本 定理 证 明 的 结论 , 亦 可 能 利用 紧 性 在 一 般 赋 范 空间 中 建立 起 来 . 首先 容易 想到 


的 是 , 紧 集 上 的 连续 映射 应 具有 类 似 于 闭 区间 工 连续 函数 的 性 质 . 这 就 是 下 面 的 定 
理 . 


是 非 空 闭 集 , 则 门 B, 闻名; 


§ 1.4” 紧 性 与 钢 定理 ,29 ， 


定理 1.4.4 设 卫 所 玉 是 紧 集 ,PE COD,Y 了 ),fE€ C(D,R). 则 有 以 下 结 
论 : 

(Gi) FD 是 Y 中 的 紧 集 ,因而 有 界 ;下 在 上 一 致 连续 ,有 即 Ye >0, 了 6 > 0， 
rey ED,|r-yl <H5NHHIFr-Fyl <e; 

(ii 了 在 品 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 《iD 任 给 序列 和! 忆 也 ,由 成 紧 必 有 收 合子 列 和 7 is:zw -> 工人 ED, 因 
而 Fr。 > Fr ES FD. 这 表明 FD 是 紧 集 . 若 下 在 六 上 非 一 致 连续 , 则 对 基 个 s > 
0 有 ryy ED(n = 1,2,…), 合 得 x 一 vy ->0, 而 Fx, ~ Fy 守 eln = 1, 
2,…) ( 写 出 * 非 - - 致 连续 "的 这 一 刻画 对 于 证 明 是 关键 的 ). 如 同上 面 一 样 ，f rz。| 
有 收 第 子 列 | zw :za 一 工 生 了 (全 一 co) 同样 有 y 一 < 但 这 推出 


eliml| Fo, -Ps = {Fr- Frl =0, 


得 出 矛盾 .因此 下 必定 一 息 连 续 . 
(ii) 不妨 只 证 最 大 值 存 在 . 令 8= SU 取 |xzs1 忆 了 ,使 得 六 rz) 一 有 ma 
一 sc).1zo|l 有 收敛 子 列 下 上 一 工 反 站 (人 一 oo), 则 


fz) = limf(z,) = p, 


显然 8 即 为 f 在 D 上 的 最 大 值 . 口 

对 于 上 述 定理 证 明之 简洁 ,你 大 和 概 会 有 深刻 印象 ,这 正 是 紧 集 概念 优点 之 所 
在 .实际 上 ,我 们 甚至 可 将 定理 1.4.4 的 证 肯 表 述 得 更 简单 些 . 例如 在 其 (ii 的 证 明 
中 ,只 需 改 变 记 号 ,就 可 用 |xz, | 取代 | zw。 | . 因此 可 将 证 明 改 述 如 下 : 取 {zx,| 志 
站 ,使 Ar) Ba 一 eco) 术 妨 设 rr 一 工 筷 万, 则 Fr)-= f(x) = ,因此 
中 即 为 上 之 最 大 值 . 

今后 在 类 似 的 论证 中 ,经 常用 "不 芒 ” 二 字 来 避免 直接 所 到 子 列 . 这 种 简化 笔 
法 ,是 值得 你 细 加 休会 的 . 

若 工 生 了 使 得 FE) = miyf (x), 则 通常 说 + 是 最 小 化 问题 

minf(x), rED (1.4.1) 


的 最 优点 或 最 忧 解 .于 是 定理 1.4.1 之 (让 无 非 是 说 ,车 口 为 紧 集 自 fE CCD ,R)， 
则 问题 (1.4. DD 式 的 最 优 解 存在 .类 似 于 式 (1.4.1) 的 问题 大 量 地 出 现 十 各 个 领域 ， 
和 关 的 存在 人 性 论证 往 御 要 在 这 样 或 那样 的 形式 下 运用 紧 性 .下 面 是 另 一 个 例子 ， 

推论 1.4.5{ 最 佳 逼近 ) 设 冯 是 X 的 有 限 维 子 空 间 , x EE X. 则 存在 a € 4， 
使 得 上 x 一 a 有 = d(x,A). 换言之, a 是 A 中 离 z 最 近 的 点 ,因而 称 为 在 4 中 
的 最 佳 和 逼 近 ， 
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事实 上 ,只 要 取 > 0 充分 大 , xz 的 最 住 还 近 a 就 是 最 小 化 问题 
min|lx—-all, a€ ANB.o0) {1.4.2) 


的 最 优 解 (何故 ?}). 由 定理 1.4.2, 有 界 闭 集 A 门 B,{0) 是 紧 集 , 故 所 皮 结 论 由 定理 
1.4.4(i 推 出 .如 果 不 用 定理 1.4.4, 用 一 直接 证 明 也 很 简单 : 取 fa,1 性 A, 使 得 
| 一直 一 Cr) 一 oo 由 


Nal zl + la -zl 


知 je.| 有 界 , 因 dimA < eco , 不 妨 设 a -> a EEA, 显然 上 x-all = (有 

项 令 和 为 次数 委 ”的 多 项 式 之 全 体 , 取 X = CD) (或 XD),1 才 p< 
sc ), 则 由 定理 1.4.5 立即 得 于: 任 给 zx € X, 必 存 在 次 数 过 2 的 多 项 式 v, 它 是 
对 & 的 晤 佳 一 敏 (或 L* ) 逼 近 , 这 种 存在 忻 结论 ,是 深刻 而 有 价值 的 , 遗 商 的 只 是 
定理 1.4.5 并 未 提供 求 最 佳 逼 近 的 方法 .对 于 工 : 通 近 问题 ,将 在 下 节 中 通过 另外 
的 途径 予以 考虑 . 


$1.4.3 紧 集 的 判定 


鉴于 紧 集 在 理论 分 析 中 具有 难以 比拟 的 优势 ,寻求 各 种 具体 的 紧 集 判别 法 就 
成 为 一 重要 课题 ,这 一 课题 仅 对 于 基 些 特殊 的 空间 得 到 了 令 人 满意 的 解雇 .特别 ， 
对 于 六 1.2 中 讨论 的 那些 常用 的 函数 空间 中 的 紧 集 ,已 有 方便 的 判别 法 . 下 面 介绍 
几 个 这 样 的 到 别 法 而 略 去 其 证 明 . 必要 先 说 明 的 两 点 是 : 

(i) 因 紧 集 就 是 团 的 作对 紧 集 , 故 仪 需 给 出 相对 紧 性 的 判别 法 ; 

Ci) 因 柑 对 紧 集 必 为 有 界 集 , 故 下 面 所 给 出 的 相对 紧 条 件 中 ,"“ 有 界 性 "是 当然 
的 给 成 部 分 . 

定理 1.4.6(Arzela-Aseoli 定理 ) A 王 C(J) 相对 紧 的 充 要 条 件 是 : 

(i) A 一 致 有 界 , 即 A 依 sup 范 数 有 界 ; 

(i) A 等 度 连续 ,由 Ye >0,36>0 YryEJYuEA, 当 ryl< 
分 时 恒 有 1 a(x) u(y) |< 8. 

将 闭 区 间 换 成 任何 有 和 界 财 区域 CRr , 以 上 定理 仍然 保持 成 立 . 

一 个 应 用 定理 1.4.6 的 简单 例子 如 下 :车 A 己 C0 ) 依 范 数 ‖ - 上 (定义 依 
式 (1.2.6)) 有 界 , 则 4 作为 空间 CCJ) 的 子 集 是 相对 紧 的 . 事实 上 , 设 8 = 
sup | a |, 则 sup | ,< 8, 


atz) uy) EP r-y| (ryEJuEA). 
可 上旬 六 一致 有 界 生 等 度 连 名 ,因而 由 定理 1.4.6 是 相对 紧 的 . 
定理 1.4.7 设 1 坊 p<,ACCH, 则 A 相对 紧 的 充 要 条 件 是 ; 


$1.4 紧 性 与 岗 定理 | Ea 


(i) 44 有 界 , 即 sup 由 之 外 ,< se 
(ii) 关于 = {x;) E A 一 致 地 有 2 [r=0(n— 0), 妈 Ye > 0, 
习 N >0,Yn ZNVYTYEA, 有 >， | 2 < E- 


定 至 1.4.7 的 一 个 直接 推论 是 : A = |z = (xi) :| x STYLE EN)} 是 
空间 六 中 的 紧 集 , 它 就 是 所 谓 Hilbert 方 体 .这 是 一 个 结构 具体 而 又 较 简单 的 无 限 
维 紧 集 的 例子 .在 对 无 限 维 空间 中 的 紧 集 缺少 直接 经 验 的 情况 下 ,这 样 的 例子 是 特 
别 有 价 值 的 . 

对 照 定理 1.4.6, 定 理 1.4,7 与 定理 1.4.2 可 看 出 ,对 于 空间 C(7) 与 中 的 
相对 紧 性 ,都 在 有 办 人 性 条 件 的 基础 .上 增加 了 一 个 条 件 (站 ,只 要 空间 是 无 限 维 的 ,这 
一 类 的 附加 条 件 就 不 可 缺少 .为 证 实 这 … 点 ,请 看 令 人 惊异 的 如 下 定理 ， 

定理 1.4.8 车 dimX = co 中, 则 和 中 的 闭 单位 球 不 是 紧 集 . 

为 证 明定 理 1.4.8, 需 要 以 下 引 理 , 它 在 别处 也 大 有 用 处 . 

引 理 1.4.9(Riesz 引 理 ) 设 A 是 X 的 闭 子 空间 , A 关 闫 0 之 rz 之 1. 则 存在 
EX 使 得 ez4a)>r 有 ez =1. 

证 取 yEE XX\A, 必定 pA dt(y,A) > 中 ( 用 命 舱 1.3.20)). 取 定 a€ 有 4， 
使 得 1y -ai < pfr (这 种 a 何以 存在 ?) 令 z= (ya)fy-a|, 则 | zz 
一 ] ， 


va _ ga4) 
dr 和) da{ pep,4) Ty~-al 


_ dty,A) .rr 

Ty-al 5 

共有 是 Euclid 空间 R" 的 真子 空间 , 则 必 有 单位 向 量 x , 使 得 x 牌 直 于 4《{ 即 

z 型 直 于 A 中 每 个 向 量 ), 因 而 d(x,A) = 1. 引 理 1.4.9 中 的 x 似乎 接近 于 有 上 
述 性 质 ,因此 有 人 说 引 理 1.4.9 中 的 x “几乎 垂直 于 A ” ,尽管 % 中 一 般 并 无 重 直 
《定理 1.4.8 的 证 明 ) 因 dimX = co, 故 存 在 线性 无 关 的 无 限 序 列 ®@[a,i 己 


多 . 令 


一 六, 


X, = spanlaj, da," ,dr|, 


中 沁 革 dimX 一 % 公 表 示 臣 不 足 有 限 维 空间 ,并 不 涉及 是 否 有 个 无 限 的 维 数 dimX, 尽 
管 这 种 维 数 是 可 以 定义 的 . 
号 向 晤 空间 中 一 无 限 集 线 性 无 关 , 意 指 它 的 任何 非 空 丰 限 子 集 线性 无 关 . 
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则 X, 是 X 的 财 子 空间 , 且 X 生 Xtn = 1,2,…), 分 别 以 %,_1,X, 民有 A,X 应 
用 引 型 1,.4.9, 知 存在 x, EE X, ,使 得 d(xr,,X, >12 旦 站 > | =1(n = 2,3, 
…). 因 显 然 有 


| rs 12)， 

故 | x1 必 无 收 伍 了 了 列 ., 这 表明 闭 球 了 (0) 不 是 紧 集 . 口 ] 

注意 以 上 论证 实际 上 证 明了 无 限 维 赋 范 空间 中 的 单位 球面 S$S a {x : Nz 
= 1! 不 是 紧 集 ,因为 其 上 存在 无 聚 点 的 到 限 子 集 . 如果 阅 于 平常 的 直观 ,你 会 惊讶 
于 单位 球 击 上 何以 容 得 下 无 聚 点 的 无 限 集 , 试想 若 将 无 限 个 点 置 于 地 球 表 面 , 它 们 
不 总 会 在 其 个 局 部 高 度 聚 集 吗 ? 问题 在 于 ,你 的 观察 局 限 在 Ra 中 了 . 若 以 je 记 
R" 的 标准 基 , 则 2x 个 点 ell 所 1 所 2) 构 成 一 个 两 两 相距 vV2 的 点 集 . 随 着 的 
增 大 ,这 个 点 集 的 点 数 将 无 限 增长 ,但 其 稀 芍 的 程度 孝 保持 不 变 .这 就 可 以 想像 , 当 
dimX 增 至 无 穷 时 ,单位 球面 将 变 得 如 此 广 衰 , 以 至 即使 无 限 多 个 点 分 布 于 其 上 ， 
它们 也 可 能 呈 离 散 状 态 而 无 聚 点 ,就 如 同 定理 1.4.8 证 明 中 的 |z,1 一样 . 

因 任 何 { 半径 >0) 闭 球 可 通过 平移 与 相似 变换 中 而 气相 变换 ,而 这 些 变换 并 不 
改变 紧 性 {何故 ?), 帮 定理 1.4.8 推出 无 限 维 赋 范 空间 中 任何 闭 球 是 非 紧 的 . 这 显 
然 又 推出 ,无 限 维 赋 范 空间 中 任何 含 内 点 的 集 是 非 紧 的 ， 因而 紧 集 必 无 内 点 多 ,这 
就 多 少 揭示 了 无 限 维 赋 范 空间 中 紧 集 的 独特 性 质 ， 以 上 分 析 也 表明 ,在 某 种 意义 
上 ,无 限 维 同 范 空间 中 紧 集 其 为 稀少 , 这 通常 是 处 理 无 限 维 问题 的 困难 之 所 在 ， 例 
如 , 设 3 是 关中 的 单位 球面, 了 E CCS,R), 则 当 dimX < oo 时 可 断定 了 在 $ 上 取 
得 最 大 值 与 最 小 值 ,而 当 dimX = co 时 已 不 能 作 此 断言 ! 下 面 就 是 一 个 简单 的 反 
例 . 设 和 = C[0,1]， 


flu) = lulx) ldr (u EX). 


显然 了 E CCX,R) ,日 在 SA funEX:|a To=1 上 f(a)>0. 取 w(xr)= 
0RErl), 则 we, ES, fu) = (n+ 1 一 0(n 一 co), 而 这 就 表明 inf 
ai = 0, 了 在 S$ 上 取 不 到 最 小 值 . 


$1.4.4 ” 纲 定理 
本 节 开 头 提 出 的 问题 {B) ， 似乎 更 具有 挑战 性 , 初 看 起 来 难以 想像 有 什么 好 的 


这 对 国定 的 rn 与 0 关 a 万 K, 区 到 自 身 的 上 映射 x 一 .+o 与 区 ->a 分 别称 为 平移 与 相 
位 变换 ,二 阁 者 连续 旦 有 连续 的 逆 蜡 射 . 

名 特别 .Hilbett 方 体 A= lz = (Cj)jEriix lSUiYyie NN)| 必 无 内 点 .你 会 认为 
HT) Ez < Ii(YiE N)| 是 开 集 ,而 zr = 0 是 A 的 内 点 吗 ? 


$1.4 紧 性 与 网 定理 33 ， 


解决 办 法 ,而 且 其 至 不 知道 该 如 何 严 格 地 描述 某 个 对 象 充分 多 ,我 们 首先 得 界定 ， 
若 ACX, 当 A 具有 什么 特征 时 可 以 说 ,任何 元 x € XX 一 般 地 在 A 中 ,或 者 相反 ， 
一 般 地 不 在 A 中 .实际 上 ,可行 的 方案 不 只 一 种 ,下 面 给 出 的 网 概 念 或 许 提 供 了 一 
种 最 有 效 的 办 法 . 

定 兴 4.4.10 设 4 一 X. 若 (4) = 名, 则 称 有 A 为 朴 集 .可 数 个 纹 集 之 并 称 
为 第 一 纲 集 ; 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 纲 集 ;第 一 纲 集 的 补 集 称 为 剩余 集 . 

直接 由 定 艾 看 出 ,无 内 点 的 闭 集 ( 例 如 R* 中 的 直线 )} 是 朴 集 ,特别 , 单 点 集 总 
是 路 集 ,因而 可 数 集 是 第 一 网 集 ; 例 如 及 中 的 有 理 点 集 就 是 第 一 纲 集 . 当然 , 疏 集 
也 是 第 一 钢 集 .由 此 扒 相 ,第 一 网 集 似乎 所 含 点 “ 较 少 ” ,是 - -种 瘦 集 ,可 用 来 措 述 稀 
有 的 对 象 ; 而 第 二 网 集 则 是 非 瘦 集 . 进一步 的 描述 已 超出 通常 直观 可 及 的 视野 .不 
过 ,从 逻辑 上 说 ,有 一 点 是 明显 的 :要 使 用 第 一 纲 集 描述 稀有 性 具有 合理 性 ，X 本 
身 必 须 是 第 二 岗 集 (这 等 价 于 剩余 集 是 第 二 岗 集 ) ,因而 如 下 的 网 定理 具有 基本 的 

定理 1.4.11{Baire 网 定理 ) 设 苹 完备 , A C 己 久 是 第 一 网 集 , 则 A' 是 第 二 网 
集 且 为 筒 集 . 

证 首先 证 A“ 是 稠 集 , 即 4* 久 , 为 此 只 需 证 4" = 多 (用 式 (1.3,3b)) ,用 
反 证 法 : 若 4" 夭 好, 则 4 是 非 空 开 集 . 设 4 = UFA ,An = 1,2,…) 是 朴 集 . 
由 (4 ~- 好 推出 (Ai 是 开 的 稠 集 ( 再 用 式 (1.3.3b)), 故 


"A"\Al= A’'N(A) 
是非 空 开 集 ,因而 其 中 必 合 一 个 闭 球 B(xz,), 可 设 0 < m < 1 分 别 以 B(x,) 
与 A; 符 换 A 与 A,, 重复 以 上 论证 得 
B, (rd) CB (A)\A, 0<r<l12， 

-- 般 地 ,可 递 次 得 出 

B, (rz) CB ra) VA, Or, < ln, 
(a 三 23) 当 m> 4 时 显然 BB (zx) CC B (zx,), 这 推出 

rx < la, mn= 1,2, 
故 1x 是 Cauchy 列 . 由 完备 性 ,有 x, 一 工 EX(n 一 co), 但 

TEB, (CB (rm)\ACA\ACA (n>2), 


这 推 滞 x € A 而 x 所 UY A, ,得 出 矛盾 .因此 A* - 好 . 
其 次 证 A“ 为 第 二 纲 集 . 若 4* 是 第 一 岗 集 , 则 X = A U A' 是 第 一 网 集 ,但 由 
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已 证 结论 这 将 推出 X" = 它 , 得 出 矛盾 . 
鉴于 Banach 空间 中 的 剩余 集 是 第 二 岗 集 日 为 稠 集 ,而 且 , 从 其 中 除去 任意 可 
数 名 个 第 ~… 网 集 之 后 仍然 是 剩余 集 .因而 仍 保 持 为 第 二 纲 集 与 称 集 . 这 充分 显示 出 
剩余 集 的 基 种 不 可 穷 章 性 , 因而 是 描述 一 般 性 的 适当 工兵 . 为 了 达到 更 形象 的 效 
果 . 不 妨 采 用 如 下 说 法 : 若 A 是 Banach 空间 壬 中 的 剩余 集 , 就 说 几乎 每 个 x+ EE 六 
都 属于 4 . 例如 ,无 理 点 集 是 长 中 的 剩余 集 , 因 而 几乎 每 个 实数 都 是 无 理 数 ! 
应 用 网 定 理 的 途径 有 两 条 .一 是 利用 基于 Haire 定理 的 某 些 标准 结果 ,例如 下 
章 将 介绍 的 道 算 子 定理 与 一 致 有 算 原 理 ; 二 是 直接 应 用 Baire 定理 .下 面 举 一 个 直 
接应 用 的 例子 . 
例 1.4.12 jJ = [a,5] 上 几乎 所 有 连续 函数 处 处 不 可 微 . 
证 讶 多 = C(). 令 
4=faEX:z 在 [ap) 上 至 少 一 点 处 可 微 |; 
= ja 和 和 :在 (wa 上 至 少 一 点 处 可 微 上 


显然 (A U 下 六 正 是 了 上 处 处 不 可 微 的 连续 丽 数 之 全 体 ,因而 只 要 证 A 与 8 均 为 
瑟 中 的 第 一 网 集 .不 妨 只 证 A 是 第 一 纲 集 . 令 


4A=jecxiazelee- | 


S11 
hh 


则 不 难看 出 A (Ji A, 因此 只 需 证 A,(n = 1,2,-…) 是 XX 中 的 玖 集 . 取 定 nn EE 
N. 先 证 A, 是 闭 集 . 苦 |u, 1 CA 00), 则 有 x Ela,5-n1], 悚 
得 


| x(tr+h)— u(r)l! 
~ hn < 


| ae tt hI tr) [nh (zh (1.4.3) 
不 策 设 m > 工 E [ae 一 mn 一 oo). 令 放 一 oo 由 式 (14.3) 得 
lulr th) ur) ln (rrtihes), 
这 表明 w E A,, 即 4A, 是 闭 集 .余下 只 要 让 A = 放 , 即 A5 = 和 (用 式 (1.3. 


.3b)) ,注意 


六 一] 和 大， YrE La- 二 | 有 sup eth = wx) > 


由 此 不 难看 出 ,一 个 如 图 1-3 之 左 图 所 示 的 振动 足够 快 的 “锯齿 形 汕 数 ” 必 属于 
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A 、 品 然 但 个 & E 半 都 可 以 用 如 上 的 郑 数 一 致 逼近 ,因此 A5 = 发 , 如 所 变 证 


国 
例 1.4.12 的 结论 初 看 起 来 鼎 令 人 惊异 . 如果 考虑 到 ,构造 一 个 处 处 不 可 被 的 
连续 函数 并 不 是 一 件 平 凡 的 事 (这 样 的 例子 最 早 由 Weierstrass 于 1872 年 给 出 , 当 
时 在 数学 四 引起 的 震动 是 可 想 而 知 的 ) ,而 可 微 两 数 则 似乎 贿 措 皆 必 ,那么 , 例 
1.4.12 的 结论 就 更 加 剧 人 了 . 概 言 之 ,可 徽 性 与 连续 性 的 差别 比 初 看 起 来 要 大 得 
多 .直观 上 ,这 意味 着 连续 曲线 很 少 基 光滑 的 .无 疑 ,任何 具有 足够 数学 收养 的 现代 
数学 工作 者 ,即使 在 直观 上 也 不 会 诗 排 斥 上 述 结论 ,但 却 不 大 可 能 仅 任 初等 的 考虑 
达到 严格 的 理解 . 这 就 使 泛 函 分 析 所 提供 的 抽象 空间 方法 有 了 充分 的 用 武之 地 . 
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在 前 几 节 中 ,我 们 实际 上 将 Euclid 空间 中 处 理 问题 的 一 些 思 路 移植 到 了 
Banach 空 间 . 通过 自然 的 类 比 并 异 用 平常 的 几何 语言 , Banach 空间 理论 呈现 出 某 
种 可 加 直观 想像 的 面 谣 .这 样 作 的 效果 恕 此 引 人 人 胜 , 人们 不 禁 想 骨 往 前 走 一 步 ; 
将 更 多 的 几何 概念 ,如 角度 .垂直 性 等 ,都 引进 到 抽象 空间 中 来 .这 些 概念 中 ,最 重 
要 的 是 垂直 性 科 念 . 而 从 解析 几何 我 们 知道 , 竺 直 性 与 内 积 有 关 . 因 此 ,关键 性 的 一 
步 是 排 上 内 积 概念 ,而 这 导向 - 般 的 内 积 空间 与 Hilber 空间 理论 . 


$1.s.1 内 积 空间 
太 线 性 代数 中 熟知 , K" 中 由 如 下 公式 定 这 了 内 积 ， 


(x,y = ry {z= (zy= (y) EEK) (1.5.1) 
且 
r= /A = (ar (1.5.2) 


正 是 Euclid 范 数 ( 参 照 式 {1.1.1)). 1.1.1 中 引进 范 数 的 经 验 启示 我 们 ,内 积 概 
念 的 一 般 化 不 是 去 推广 公式 (1.5. 全 ,而 是 依赖 于 概括 内 积 的 兵 些 性 质 . 这 一 考虑 
导致 如 下 的 公理 化 定义 . 

定义 1.5.1 设 昌 是 K 上 的 向 量 空间 .车 对 任 一 对 元 7,y E 互 , 指定 了 一 个 
数 《z,y) E K, 称 为 x 与 y 的 内 积 下 , 它 满足 以 下 内 积 公理 ， 

(11)《* ,3) 的 线性 性 ; 《ar + Bz,y) = alzr,y) + B(z,y)s 


中 内 积 一 词 .今后 将 兼 指 特定 向 量 = 与 y 的 内 积 (r,y) 与 一 元 函数 (x,y) 一 《x,y); 在 后 
-种 意义 上 使 用 时 ,通常 写作 〈'，'》. 参照 第 2 页 注 中 ， 
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(lL) 共 恩 对 称 性 ; (xz,y》 = Cy,r): 

(1;) 正定 性 : (x ,x)》 宇 0;(r,r)=0 守 工 = 0， 
《以 上 yz 和 百 apER) 则 称 瑟 为 玫 二 的 内 积 空间 ; 当 要 明确 指出 让 积 叶 
将 互 写作 (五 ,人 四. 若 区 = R( 或 C), 则 称 飞 上 的 内 积 空间 为 实 (或 复 ) 内 积 空 
间 . 

显然 , K" 依 式 (1.5.1) 所 定义 的 内 积 就 是 一 个 内 积 空间 , 称 内 积 (1.5.1) 式 为 
K” 上 的 标准 内 积 , 也 写作 x . y 或 z'y.K" 常用 作 解 释 内 积 空 间 概 念 的 模型 

以 下 设 晶 是 K. 上 给 定 的 内 积 空间 . 

我 们 首先 看 公理 (1, ) ~ (5 ) 有 哪些 推论 .结合 (T ) 与 (TD ) 知 (7 ，.》 是 共 罗 线 性 
的 : 


‘royt Ba) = otr y+BT,z) (ry,x€E Ha EK). 
这 与 (J) 合 起 来 表明 ,内 积 《x,y) 是 “一 个 半 线 性 ”的 :对 x 是 线性 的 ,对 y 是 共 斩 
线性 的 .车 KK= R, 则 内 积 吓 双 线性 的 ,而 公理 上 等 价 于 对 称 性 : (zy = (y,x). 
一 般 地 , 若 >yair, 与 > By 是 互 中 元 的 两 个 有 了 眼线 件 组 合 , 则 


CO ar,, Dy,) = ZapB iy ); {1.5.3) 
(Ojar;, Da,) 二 Sama (x, ,i . (1.5.4) 


可 上 中 , 内 积 运 算 的 规则 大 体 上 相当 于 通常 的 隧 法 规则 ,只 是 记 住 在 适当 位 置 上 加 上 
共 斩 符 号 ， 

约定 | 二 = zzyfzE 再). 从 式 (1.5.2) 看 来 ,| x 上 应 是 一 个 范 数 ， 
下 面 验 明 它 确实 满足 范 数 公理 (Ni ) ~{ N;) ( 依 定义 1.1,1). 公理 (N, ),(N,) 的 验 
证 是 直接 的 .为 验 让 {N;), 先 建立 一 个 不 等 式 , 它 本 身 有 重要 的 独立 价值 . 

引 理 1.5.2(Schwarz 不 等 式 ) 对 任 给 cy € 晶 , 成 六 


{zy | zl yl. (1.5.5) 
证 到 定 xz,y EE 五 .对 任 给 we € 下 ,有 
0 (rr — ay,T — ey) 【用 (5 )) 


= 7 有 -akgyyzy 一 区 rael 4， (用 式 (1.5.4)) 
可 设 y 关 0 {否则 式 (1.5.5) 已 成 立 ). 直 = Czy 由 代入 以 上 不 等 式 ,整理 
后 恰 得 不 等 式 (1.5.5). 口 
现在 利用 Schwarz 不 等 式 来 验证 三 角 不 等 式 . 任 给 + ,3 扯 五 ,有 
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J r+tyll?=tr+t yrT+y) 
=rl +eryy ty,r) + yl (用 (1.5.4) 式 ) 
rl :+2 有 rl yl + lyl: (用 (1.,5.5) 式 ) 
= 上 r+ ly| 
这 得 站 z+y 人 雪人 让 + 站 > 站 .这 就 验证 了 zi =wvfzvzy 确 为 瑟 上 的 范 
数 , 称 它 为 由 内 积 定义 的 范 数 ,在 未 加 说 明 时 ,在 内 积 空间 中 总 使 用 出 内 积 定 尽 的 
范 数 ; 依 此 ,内 积 空间 自动 地 被 看 作 赋 范 空间 , 当 其 完备 时 称 为 Hilbert 空间 ;R( 或 
C) 上 的 Hilbert 空间 称 为 实 ( 或 复 )Hilbert 空间 . 
内 积 空 间作 为 特殊 的 赋 范 空间 ,当然 具有 一 般 赋 范 空 间 的 所 有 性 质 . 我 们 所 美 
注 的 是 内 积 空间 所 特有 的 那些 性 质 .首先 指出 一 个 简单 而 常用 的 结论 :内 积 依 范 数 
收 傅 是 连续 的 , 即 若 在 理 中 zz 一 ,yo 一 9, 则 Cy yr) > ry)(m;,n— 50%)， 
即 
lim( x ,y,) = 《lim zw ,limwy, ), (1.5.6) 
三 者 说 ,内 积 的 极限 等 于 极限 的 内 积 .这 由 如 下 明显 的 推理 得 出 : 
za 一 Sr — (ry) [+ Cn yy) — Lr, yy 
委 | x yy + zx, -zyl， (用 (1.5.5) 式 ) 
Hiibert 空间 的 典型 例子 是 空间 L*(Q) 多 ,此 好 (n,n) 是 任 一 测度 空间 .在 
LC0) 中 定义 内 积 : 
Cu v7 = | u(r) zzJdu {u,v EE Li(N)). (1.5.7) 


直接 看 出 内 积 (1.5.7) 式 满足 内 积 公 理 (D ) 一 (1 ), 且 wei 正 是 的 L? 范 数 . 
因此 , 六 (2) 是 一 个 Hilbert 空间 , L7(0) 中 的 Schwarz 不 等 式 就 是 p= g = 2 时 
的 Halder 不 等 式 ( 亦 称 Cauchy 不 等 式 ): 


jalan) < | utr) Fax] | utr) [dp (u,v EE LN)). 


合 就 本 节 的 内 容 而 言 , 实 Hilbert 空间 与 复 Hilbert 空 利 并 苑 重大 区 别 .不 过 ,对 于 线性 算 子 
问题 米 洲 , 只 有 在 复 Hilhert 空间 上 ,才能 建立 一 个 充分 完全 的 理论 (参看 后 面 的 83.4-- 
§ 3.5). 

多 在 某 种 完全 严 梯 的 意义 上 ,适当 选择 2, 可 使 [002) 穷尽 折 有 Hilbert 空间 .因此 可 以 
说 ,本 厦 上 ,LC(n) 是 公有 的 Hilbert 空间 .空间 L? 之 重要 ,由 此 可 见 . 
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类 似 地 , [7 严 为 Hilbert 空间 ,其 中 的 内 积 定 闵 为 
(xy) = Dy (r= (zy= (ED (1.5.8) 


形式 上 , 式 (1.5.1) 与 (1.5.8) 几 平一 致 .在 六 中 ,Schwarz 不 等 式 成 为 
[Sx3| SD iar yr 
(zi 所 六), 这 实际 上 就 是 Cauchy 不 等 式 (1.2.11). 
你 注意 到 ,此 处 未 提 到 $1.2 中 所 述 的 其 他 大 多 数 空间 ,如 L? ,71?(p 关 2)， 
cc (52) 等 .实际 上 ,所 有 这 些 空间 都 不 是 多 积 空间 .有 一 个 很 简单 的 规则 用 来 检 


验 : 给 定 上 器 范 空间 是 否 为 内 积 空间 ( 即 其 范 数 是 否 可 由 一 内 积 定义 ). 这 就 是 下 面 的 
定理 . 


定理 1.5.3 ”长 上 的 赋 范 空间 X 是 肉 积 空间 的 充 要 条 件 是 ,其 中 的 范 数 满足 
如 下 中 线 公式 : 
[zrsl tlx-yl?=20| xl? + |y|?). 《1.5.9) 


证 若 X 是 内 积 空间 ,以 ‖ 外 zz = 《x,x)》 代入 (1.5.9) 式 很 容易 验证 其 为 等 
式 .反之 , 苦 式 (1.5.9) 成 立 , 当 下 = 及 与 下 =C 时 分 别 令 


44z53》 = ztyl orz-yl* (1.5.10) 
， ja sy 
4¢7,y) =x+yl| -ryl’ 

jy jy +i|z+iy|? -ilzx -iy|?, 
| {1.5.10)" 
0 eT 三 则 可 验证 《z ,yy 是 内 积 朋 《zyzy = 中 了 中， 
因而 六 是 内 积 空间 .验证 细节 是 技术 性 的 ,可 
图 16 参看 文献 [4] 第 515 页 . 口 


会 式 (1.5.10) 与 (1.5. 10) ' 称 为 极 化 恒等式 ,用 处 颇 大 , 凡 需 要 从 范 数 的 -- 定 
结论 推出 内 积 的 相应 结论 时 ,就 应 想到 极 化 恒等式 ， 
中 线 公式 {1.5. 外 正好 表达 了 熟知 的 几何 定理 ;平行 四 边 形 各 边 平方 和 等 于 两 


对 角 线 平方 和 ( 见 图 1-6). 注 意 , ‖ z + y | 正 是 以 0, x,y 为 顶点 的 二 角形 之 一 中 
线 的 两 倍 . 


$1.5.2 正 交 系 


现在 加 到 一 般 的 内 积 空间 互 . 内 积 空间 区 别 于 一 般 赋 范 空间 的 主要 特点 是 其 


$1.5 Hilbert 空间 30: 


中 可 定 头 正 交 性 ,利用 正 交 性 概念 ,就 可 将 直角 华 标 、 疏 直 投 影 等 一 系列 Euclid 几 
何 概 念 推广 于 内 积 空 间 , 从 而 建立 内 积 空间 几何 学 .这 就 使 Hilbert 空间 与 Euclid 
室 入 的 类 比 达 到 近乎 完美 的 程度 .利用 内 积 , 正 交 性 的 定义 是 很 简单 的 . 

定 兴 1.5$.4 介 设 zx,y 全 日. 阁 tx,y? = 0, 则 说 x 与 y 正 交 或 直 交 , 记 作 

(说 设 1zx, :7 由 CH, 若 当 i 天 7 时 x 之， 则 称 1zx;! 为 正 变 系 (或 正 
交集 、 正 交 组 ) .车 |x, | 是 正 交 系 日 | x, ‖ 二 1 (这 等 价 于 《x, ,x,》= 8 ,8 是 熟 
知 的 Kronecker 记号 ) , 刚 称 |!x;} 为 标准 正 交 系 . 

(i) 设 A,BCH. 约 定 Al BYogEA:, YEB, 有 aLbirzLAGYa 
和 4 有 zaihl= rEH:xr | Al, 称 Al 为 A 的 正 交 补 . 当 有 A BB 时 说 
A 与 B 革 相 正 交 

若 1x; 1 所 : 扫 2 是 一 有 限 正 交 系 , 则 直接 用 (1.5.4) 得 出 


[33:|= Dh. (1.5.11) 
特别 , 取 n = 2 得 
Tz txall ?= Del? + | zs ll 7, 


可 看 出 这 正 是 熟知 的 色 股 定理 { 见 图 1-7) ,因此 ,可 以 


说 式 (1.5. 11) 表 达 了 一 般 的 勾 股 定理 . 以 ar; 代 = NIX 
Ta EK 从 式 (1.5.,11) 得 
2 :武吉 
[Bar = So rz. 
0 Ci 
1.5.12) Bl 
若 .x;| 中 无 零 元 , 则 由 式 (1,5,12) 推 出 : > ar = 图 1.7 


0 一 0(1 志 1 世 ). 由 此 可 见 ,|x,| 线性 无 关 , 即 不 含 零 元 的 正 交 系 必 线 性 
无 关 . 
设 1e, : i € NI 是 号 中 的 标准 正 交 系 . 苦 x € 日 可 表 为 


T= Dae,, (1.5.13) 


Cx,e) = 《Poe ,ei) = a (A 用 (1.5.6) 式 ) 
可 见 表 达 式 (1.5.13}) 的 系数 惟一 确定 . 若 每 个 x E 日 都 可 以 表 如 式 (1.5.13), 则 
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te,| 为 妞 的 标准 正 交 基 . 昂 然 ,标准 正 交 基 正 是 与 Euclid 空间 中 的 直角 坐标 系 

由 当 的 东西 , 击 式 (1.5.13) 中 的 a, =《zei) 则 相当 于 通常 的 直角 坐标 , 称 为 xz 关 
于 基 ie;! 的 正 交 坐标 . 基本 的 同 题 是 :标准 正 交 系 应 具备 什么 条 件 才能 成 为 标准 
正 交 基 ? Hilbert 空间 是 否 一 定 有 标准 正 交 基 ? 这 些 问 题 已 得 到 完全 的 解决 ,其 结 
论 如 下 ， 

定理 1.5.5 设 1e,: iE NID 是 Hilbert 空间 9 中 的 标准 正 交 系 , 则 以 下 条 
件 互 相等 价 : 

(i) le,| 是 理 的 标准 正 交 基 ; 

(iD |e,1 是 日 的 基本 集 ( 依 定义 1.3.7(i0)); 

(ii je,| 是 极 大 于 六 系 , 即 若 工 |_e(YiEN), 则 x =0; 

(iv) 对 任 给 x € 日, 成 立 如 下 Parseval 等 式 : 


xl? = 2) 1 (zr,e) 12i 《1.5.14) 
(Vv) 对 任 给 x ,y E 万 ,成立 如 下 内 各 公式 ， 
kz》 一 ze ye (1.5.15) 


证 显然 G0) 二 (为 书写 简便 ,下 面 记 x = {xe (zr EH,iEN). 
(这 (i). 设 条 件 ( 让 满足 ,xz | ej (Yi EN), 今 要 证 x = 0, 为 此 只 要 证 
| 1 0. 取 序 列 17.| 忆 spanfe,|, 使 得 x 一 zz, 易 见 二 | x(YneN), 于 
是 
| rd’ = limtr, x,) = 0. (用 式 (1.5.6)) 


4 一 (i) 设 条 件 (ii) 满 足 . 取 定 re H, 今 5 = "ze, 今 要 证 5 一 工 . 
这 是 定理 证 明 的 核心 部 分 .首先 不 难 用 式 (1.5.3), 式 (1.5.4) 直 接 计 算得 (5, ,。 - 
xXx? 三 0, 即 5s，| (5, -xz). 于 十 由 式 (1.5. 11), 式 (1.5.12) 有 


| z= s+ x 2， {1.5.16a) 
| ss = >) | 2, F, (1.5.16b) 
:=1 
ss = 3 1z, 1 {1.5.16c) 
I 


于 对 于 有 根 成 无 限 不 可 数 标准 正 交 系 , 评 可 建立 类 似 结论 ,而 日 所 用 方法 与 这 里 的 方法 并 
无 本 质 差别 . 
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由 式 (1.5.16a), 式 (1.5.16b) 推 由 
Der tm < hl, 


可 网 级 数 > | zx, 说 收 合 ,这 结合 式 (1.5.16c) 得 出 1s,1 为 Cauchy 列 . 设 s, 一 yE 
Hln ~- co ) . 只 要 证 了 二 如 外 可 用 条 件 (iii) , 故 叉 只 要 证 《一 人》 = 0， 即 多 
= (ycEN). 取 定 iEN, 右 


多 = limkssyei》 一 tim( > ee ve) = 人,. 《用 式 (1.5.6)) 


(civ) 式 (1.5.16a) 志明， 一 了 人 | 和 一 | 上, 这 正 说 明 (s(iv). 

过 接 看 出 (六 (v) 一 (iv), 故 定理 得 证 . 

若 je:iceNi 是 号 的 标准 正 交 基 , 记 人 =《zve》, 则 依 式 (1.5.14), 式 
(1.5.15) 有 


上 zl = 2 12 1, (1.5.14Y 
Cr,y) = 2 {1.5.15» 


这 就 表明 ,Tf 中 的 范 数 与 内 积 剖 可 通过 正 交 举 标 来 表示 ,而 十 其 表达 式 正 如 2 中 
的 范 数 与 内 积 公式 ( 见 式 (1.5.8)) 一 - 样 .实际 上 , 碳 射 
T:H>I, r+ (z,) 

正 是 -- 等 距 同 构 . 由 些 可见, FH 与 忆 作为 Hilbert 空间 实质 上 并 无 林 同 .这 就 完全 
前 明了 Hilbert 空间 玉 的 结构 .以 上 所 述 同时 也 表明 了 ,对 于 Hiibert 空间 疝 题 的 研 
究 , 慰 准 正 交 基 有 明显 的 优势 .首先 , 正 交 坐标 有 极 简单 的 计算 公式 :2 = 《re y; 
而 有 ,利用 正 交 坐标 计算 范 数 的 公式 也 足够 规范 而 便于 运用 . 这些 优 势 是 Schauder 
枯 或 基本 集 等 根本 无 法 比拟 的 . 正 是 这 类 差别 使 得 Hilhert 空间 方法 比 Banach 空 
问 广 法 要 简便 得 多 . 

当然 ,以 上 结论 的 前 提 是 某 个 标准 正 交 基 fe | 存在 .然而 ,必定 有 这 样 的 基 存 
在 吗 ? 阿 答 是 肯定 的 ,而 且 有 求 出 标准 正 交 基 的 普 计 方法 . 设 百 是 一 个 可 分 的 无 
限 维 Hilbert 空间 D, 取 五 的 可 数 基 本 集 zx,| (参看 81.3.3) ,可 设 jz } 线性 无 关 
(但 则 可 除去 一 些 多 余 的 元 素 ) ,然后 依 如 下 的 Schimidt 正 交 化 方法 将 其 标准 正 交 


省 有限 维 内 积 空间 的 标准 十 交 基 已 在 线性 代数 中 得 到 姓 理 , 此 处 不 必 重 复 ; 至 于 不 可 分 的 
Hilber 空间 ,原则 上 亦 有 确定 其 标准 正 交 基 的 类 似 方法 ,但 这 种 情况 在 应 用 上 并 不 具 普 遍 性 ,不 
了 了 禾 井 . 
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el 二 | 1 9 
不 ; 一 > 人 Bye {1.5.17) 
e, = 2 » i 二 了 3 
上 eye 
则 te : i 所 N| 是 一 标准 正 交 系 ; 它 如 iz,| 一 样 亦 为 五 的 基本 集 , 因 此 依 定 理 
1.5.5 是 日 的 标准 正 交 基 ， 
§1.5.3 标准 正 交 基 的 例子 


现在 考虑 空间 二 (JI 了 是 某 个 实 区 间 ) 的 一 些 常 用 的 标准 正 交 基 , 它 们 通常 
由 多项式 或 三 角 琐 数组 成 . 

(三角 函数 系 . 取 J = [- x,x], 如 辐 多 项 式 之 全 体 在 1 (J) 中 稠密 一 样 , 二 
角 多 项 式 之 全 体 亦 在 LC 了 ) 中 稠密 名 , 形 如 


于 
const 十 > (arcoskr + bsinkr) 
下 一 芋 


的 画 数 称 为 三 角 多 项 式 . 这 就 表明 ,函数 系 


1 COSAT Sin 


a J a n= 1 ,2 (1.5,18) 


是 L*(J) 的 基本 集 . 另 一 方面 ,在 微 积分 学 中 已 确立 晃 数 系 (1,5,18) 式 在 了 上 的 
正 交 性 , 量 易 验 知 其 中 每 个 消 数 有 L* 范 数 1. 因 此 式 (1.5.18) 是 二 (了 的 标准 正 
交 基 ,于 是 ,每 个 E L*(J) 可 展开 为 均 方 收 伍 (注意 这 是 要 点 ?的 Fourier 级 数 ， 


Ho 


uw(z) = 3 十 DS {ascosnr + bsinnr), (1.5.19) 
a—1 


其 中 a ,6 是 通常 的 Fourier 系数 .值得 注意 的 是 ,并 不 能 由 定理 1.5.5 推出 ,展开 
式 (1.5.19) 在 通常 收 合 的 意义 下 成 立 .不 过 ,确实 有 一 个 出 色 的 定理 断言 ,展开 式 
(1.5.19) 在 下 几 竺 处 好 成 立 . 

车 将 IL (7) 中 的 内 积 定义 修改 为 


(u,v) = | lz) vtr}dr, {1.5.20) 


这 相当 于 以 测度 mr :dz 取代 Lebesgue 测度 dx , 则 空间 L*{J ,x'dz) 有 标准 正 交 


名 这 是 实 分 析 的 一 个 标准 结果 . 


81.5 Hilber 空间 “3 ， 


基 : 
方 ， cosnr, Sinnr: A = 1,2,. (1.5.18Y 
设 a ,6b, 依 式 (1.5.19) , 则 依 内 积 式 (1.3,207 有 
an =Y2(u, 态 )， dn = {uC0SNT) 起 = {usinnry (nn 1), 
于 是 由 式 (1.5.14) 得 出 通常 意义 下 的 Parseval 等 式 ; 


lr 2 ea = 2 2 
#| dr = + 十 | pb, |*). 


一 般 Hilbert 空间 中 依 标 准 正 交 基 的 展开 ,在 很 大 程度 上 受到 Fourier 展开 的 
启发 .因此 ,也 称 展开 式 (1.5.13) 为 x 关于 标准 正 交 基 |e:1 的 Fourier 级 数 ,而 称 
其 系数 w = 《x ,e,) 为 x 关于 基 |e,| 的 Fourier 系数 . 

(ii) Legendre 多 项 式 系 , 取 了 = [一 1,1]. 如 例 1.3.8(ii) 已 指明 的 , L*(J) 有 
基本 集 [1 ,+ ,x ,…}; 将 其 标准 正 交 化 ,得 到 一 多 项 式 系 1L，: n 渤 0|, 称 为 
Legendre 多 项 式 系 .由 定理 1.5.5, iL,| 是 L?(]) 的 标准 正 交 基 . 从 稍 不 同 的 途 
径 , 能 得 出 L。 的 如 下 通 式 (参考 [1]) 


_ 1 2n+t+l1 中 2 
L(x) 2 可 jr 7 DD)” (xn 站 0), (1.5.21) 


其 中 开头 几 项 是 


1 3 v 
Fo = 方 ，L = 广 z， Ls = Br 1 (1.5.21) 


若 取 J 了 = [a ,Bj(a < 5), 则 通过 线性 代 换 


1 .27a—b 
PE) = pa , 


可 利用 ,1 构成 空间 L?[a ,5] 的 如 下 标准 正 交 基 


VE) ph (Ee) a0). (1.5.22) 


(省) Hermite 多 项 式 系 .可 验证 [zez2 ; # 渤 01 是 空间 L? (RR) 的 基本 集 . 显 


- 44 ， 第 -- 章 ” 撒 象 空间 


然 .其 中 的 e “2 起 衰减 因子 的 作用 , 它 保 证 ze 2 在 及 上 平方 可 积 .将 上 述 函 数 
系 标准 正 交 化 ,得 到 L:(R) 的 一 个 标准 正 交 基 |e, : an 关中 . 利用 公式 (1.5.17) 不 
难 归纳 地 说 明 ，e, 是 e** 与 一 个 二 次 多 项 式 的 乘积 ,将 它 表 成 
er) = (Dn Wn) eThH (ry (0), 
其 中 的 # 次 多 项 式 归 , 即 称 为 Hermite 多 项 式 . H, 是 2 阶 齐 次 线性 微分 方程 
u 21zu + 2nu=0 


的 解 , 它 有 如 下 通 式 (参看 文献 [1] 第 172 页 ): 


Hr) = (Dre Fie” (n>0), (1.5.23) 
其 中 开头 几 项 是 
Ho=1, H,=2r, HH; = 47 一 2 {1.5.23) 


若 将 工 (R) 中 的 内 积 定义 修改 为 


{KvV) = | ur) Tie dz, 


这 和 相当 于 以 测度 dy = e* dx 取代 Lebesgue 测度 dx, 则 空间 LCR,y) 以 和 多项式 
系 
(227 Wr) RH (Cr), n= 0,1,2,..: 
为 其 标准 正 交 基 . 
(iv) Laguerre 多 项 式 系 .可 验证 jx"e 吕 ; nn 之 0} 是 补 间 L?(R, ) 的 基本 和 集 . 
将 其 标准 正 交 化 ,得 到 L?(R, ) 的 一 个 标准 正 交 基 


ex) = ewP,(r) (nn, 
其 中 P,(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 称 为 Laguerre 多 项 式 ， P, 是 如 下 微分 方程 
Tu + (1— xz)u tau=0 


的 解 , 它 有 如 下 通 式 (参看 文献 [1] 第 175 页 )， 


P(xz) = 生生 (zee (tn > 0), (1.5.24) 


好 上 


其 开头 几 项 为 


$1.5 Hilbert 空间 - 人 


2 
P=1, P=1i- zx, Pa =1 -27r+ 河 和 (1.5,24) 


注意 , 1P,| 正 是 空间 L7(R, ,e dz) 的 标准 正 交 大. 
(Vv) Haar 函数 系 . 以 pu 记 区 间 | 二 二 ,去 | 的 特征 丙 数 , 令 
A 一 Cr (Pa a4-1 一 的 《天 三 122 ,a = 1,2,…), 
车 下 天 六, 则 站 =0; 若 zx 之, 由 


1 2 
| hatr)h tr)dr 一 const| hilr)dr = 0, 
各 


[28—2)2™ 


可 见 jhwi 是 了 = [0,1] 上 的 下 交 系 .其 次 ， 


2 
Cn 


1 
| | ha (2) [dr = A, 


可 见 只 要 取 c= v2" 就 可 使 jh | 为 宰 间 L2(J) 中 的 标准 让 交 系 .显然 ,在 其 
中 补充 丙 数 hw 三 1 之 后 仍 为 标准 正 交 系 . 今 指明 fh | 为 空间 工 (J) 的 标准 正 交 
基 . 由 定理 1.5.5, 只 去 说 明 | | 是 极 大 十 交 系 . 设 € 1A 1+, 则 从 


{uscs hn + CT 下 2 1 》 = 0 


排出 
1 2 
J d(x)dr = [ur)dr 一 0， 


2 2 


从 而 Flrx) = | 在 点 z+ = 2 "(k= 0,1,…,2",n = 1,2,…) 为 零 .这 挫 


出 F(x) 二 0, 同 此 w(xr) = 0, a.e.. 
如 上 的 函数 系 称 为 Haar 函数 系 , 它 与 前 面 所 讨论 的 隆 数 系 的 时 显 不 同 之 处 
是 ,其 中 的 函数 ( Pu 除外 ) 是 跳跃 的 .这 一 特点 使 它 在 信号 处 理疗 面 多 有 用 处 . 


$1.5,4 最 佳 逼 近 


如 上 节 中 已 考虑 过 的 (参看 推论 1.4.5), 最 佳 通 近 问题 可 描述 为 ;对 于 给 定 的 
集 和 二 瑟 与 点 zx E 五 , 求 -点 aE4, 使 得 1z-al = d(x, 有 AA); 这 意味 着 a 
是 最 小 化 问题 


min|l zall, aEA (1.5,25) 
的 最 优 解 . 若 A 是 吾 的 子 空间 , 则 来 自 Euclid 几何 的 一 个 启示 是 :问题 (1.5.25) 式 
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的 解 a 应 是 从 点 z 向 A 所 引 惟 线 的 羽 足 . 正 是 这 一 提示 导向 内 积 空间 中 最 佳 帝 近 
问题 的 完全 解决 . 
定理 1.5.6 设 和 A 是 日 的 完备 子 空 间 , x € H. 
(1) 存在 惟一 性 ; z 在 A 中 有 惟一 最 佳 通 近 za ,月 zx- aE€At. 
(这 用 4 的 基 求 最 佳 逼 近 ; 若 ja ,a;,…,a,| 是 A 的 基 , a 是 z 在 4 中 的 最 
侍 退 近 , 则 上 = 》) Ba,， 
B= (PB,B,B) = G(r, a (ran)), (1.5.26) 
其 中 G = [(aj ;a,)],;。 称 为 向 量 组 14,} 的 Gram 矩阵 . 
(iii} 用 A 的 标准 正 变 基 求 最 佳 通 近 : 若 lel ,ex，……e,| 是 A 的 标准 正 交 基 ， 
a 是 7 在 A 中 的 最 佳 逼 近 , 财 
a = Ylr,e)e,. {1.5.27) 
证 (D 取 序列 {zx,1CCA, 使 得 zr-x, 上 一 pad(zr,A)(n->o%0). 分 别 
zx 一 工 与 zx 一文 兰 换 x 与 y 应 用 中 线 公 式 (1.5.9) ,得 
Des -xl =, rr) Cx, zx} 


Tn 十 净 。 ? 
=2| x, -zlz+2ilz rl at 


S22) zw -zl +2) zx -cl -dp 0, (m,n oo) 


可 多 1 7 | 尾 Cauchy 列 . 因 A 完备 , 故 可 刘 zx, 一 eeE Ar ->ooy. 显然 站 之 一 人 站 
= p- 荷 男 有 a EA4 使 1z-al = po, 刚 再 用 中 线 公 式 得 


a+ta’ “ 


ae l=2|a- zj:*+2|a -zl|?-4 一 


<2p2 + 2p’ -402 = 0， 


a . 因此, a 是 x 在 A 中 的 惟一 最 佳 通 近 . 
三 人 一 a, 今 证 8E AL. 取 定 yE€ A,YAEK, 有 


Pz-tatay)| = -ayl’ 
=p -Aly 6 Ah, yy tia yl, 


可 设 y 关 0《{ 知 则 已 不 必 证 }. 以 太一 46,y)f i y|? 代入 以 上 不 等 式 ,整理 后 得 
| Cb ,yy | 人 0， 页 CB,y) 一 0.5 全 Ar 得 证 . 


(ii) 设 4 = 2 Ba, 是 zx 在 A 中 的 最 佳 逼 近 , 则 由 zz -a€ 4+ 有 (tara) 


可 见 a = 
令 6 
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二 从, 即 
{Td 一 asa) 三 SB {a;,ar) (1 所 7 和)， 
或 
GB = (ra CT 《1.5.28) 


用 标准 的 线性 代数 方法 易 从 fa, | 线 件 无 关 推出 Gram 姓 阵 G 可 道 .于 是 可 从 线性 
方程 (1.5.28) 解 出 8, 从 而 得 出 式 (1. 5.26). 

(iii) 关于 标准 正 交 基 的 Gram 矩阵 显然 为 单位 矩阵 ,因此 直接 从 式 (1.5.26) 
推出 式 (1.5.27). 口 

若 取 吾 = L* ,A 为 L’ 的 维 子 空间 , 则 定理 1.5.6 提供 了 求 任何 EL 在 
A 中 的 最 佳 均 方 通 近 的 简便 方法 ,这 一 方法 应 用 于 各 个 领域 ,试看 下 面 几 个 例子 . 

例 1.5.7( 最 佳 均 方 遂 近 多 项 式 ) 在 J= [0,1] 上 求 最 佳 均 方 通 近 u(x) = 
ef 的 2 次 多 项 式 . 

解法 工 应 用 公式 (1.5.26)) 以 A 记 J 上 次 数 所 2 的 多 项 式 之 全 体 , 则 |1， 
工 ,T | 是 4 的 基 , 其 Gram 矩阵 为 


1 12 413 
G= ll2 13 14|， 
13 14 415 
以 4 少 记 工 [0,1 中 的 内 积 ,依次 算出 


1 
usl1) = J .ear =e~l1, 


1 
dnsxy = | zedz = 1， (1.5.29) 


1 
Cu ,7) =| redr 一 已 -2， 
0 


于 是 , 依 公式 (1.5.26) 得 & = er 的 最 佳 均 片 玩 近 2 次 多 项 式 为 
Plr) =(1,xr,r)G (em1,1,e—2) 
= 39e ~ 105 + (588 - 216e)x + {210e -~ 570) x? 
:1.0130 + 0.8S11z + 0.8392 7x7. 
解法 下 (应 用 公式 (1.5.27)) 结合 式 (1.5.21) 与 式 (1.5.22), 知 
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po =1, gp =r -1), pa =v5(6r —6r+1) 
是 4 的 标准 正 交 基 . 依 次 算出 (注意 用 式 41.5.29) 简 化 计算 ) 


《ay po? = | ea ee~l1; 
Cu, Pp1) = cz 一 le dx = 3(3 一 ey); 


Cus pz) =/5| (6 -6r+lyedz =vYSf7c 一 19). 


于 是 依 公 式 (1,5.27) 有 
Dr) el+33— el2r- 1) +5C7e— 19)(6xr 7 — 6r+1) 
=39e ~ 105 + (588 — 2t6e)z + {210¢ — 570) zx?, 


这 怡 如 解法 工 的 结果 . 口 
例 1.5.8( 方 差 吏 近 ) 设 了 Y 与 XI ,XXX 是 概率 空间 有 上 的 2 阶 随 机变 
其 ,假定 | 世上 线性 无 闫 , 求 X = 》 BX, 使 得 
ElY~ DBX, |* = min, 
EC*) 表 期 望 .如 上 的 大 称 为 了 的 方差 通 近 或 均 方 通 近 ， 
解 L 2) 依 内 积 (X,Y) = E(XY) 是 一 个 Hilbert 空间 ,所 求 的 X = 


2 BX, 正 是 Y 存 子 空间 A a span| Xi ,XX;,…,%,| 中 的 最 佳 吏 近 .于 是 ,直接 用 
公式 (1.5.26) 有 


BAlBsB, ,Bb) = GE(YRI),. ,ECYE NT, (1.5.30) 
其 中 GG = [FE(XX,)],.,. 口 
例 1.5.8 的 一 个 典型 应 用 是 平稳 随机 序列 的 线性 外 锥 问题 . 设 |X, : : € Z| 
是 一 平稳 随机 序列 (此 类 序列 常用 于 描述 某 些 信号 过 程 ) , 今 要 以 某 个 
Xi = DBX,,, (m > 1), 
作为 XX.,,, 的 防 测 ,使 得 均 方 澡 益 最 小 , 即 
E| Xi, — EK | = min, 


设 Rt) 是 序列 ij Xi 的 相关 函数 ,这 意味 着 (XR ) = R(s -1), 则 依 公元 
(1.5.30) 有 
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(有 ,B21 一 和 REUm 1) ,Rem n)]', 


其 中 C 二 [RO — DD ln 
例 1.5, 多 最 小 二 乘法 ) 设 对 于 随机 变量 Y ,XX,(1 坊 j 之 m) 取得 n 组 样本 
值 yw rtL 委 和 并 委 j 委 站)，m > 严 , 求 估计 式 了 = 》 BX ,使 得 


> {vy, 一 SBz, 六 = min. 
解 若 令 ?9 = (oz 二 x;y zo) 则 问题 相当 于 求 
a = > Br EAA spanlzr, zt ,使 得 4 是 y € R"” 在 A 中 的 最 佳 填 近 . 


不 妨 设 jzi ,x，,…,z。| 线性 无 关 , 这 意味 着 矩阵 X = [xz] 的 秩 为 mm 令 8 
(PI ,有 则 依 式 {1.5.26) 有 

{riz Xr Ti | [rly 

Xr XlTy TI riy 

及 一 全 
| : : (1.5.31) 
二 matt Zh 机 TT ER 
= (XX)!X'y, 而 


这 正 是 回归 分 析 中 熟知 的 最 小 二 A 

定理 1.5.6 的 证 明 实际 上 已 达到 以 下 结 

定理 1.5.10( 正 交 分 解 定理 ) 设 4 是 pe 空间 后 的 团子 空间 , 则 有 拓扑 
直 和 分 解 晶 = 4 四 4 设 P， 是 由 这 一 分 解决 定 的 投影 , 则 Par(x 五 ) 是 二 
在 A 中 的 最 佳 过 近 . 

证 任 给 x EH, 以 a 记 7z 在 A 中 的 最 佳 下 近 , 则 由 定理 1.5.6 有 =a+ 
ER Al. 堆 得 日 = A+A+ .着 zEANA+ ; 则 必 0 = 《zz 一 下 二 上 >， 
因而 .+ = 0, 释 得 A 门 A+= 101. 因此 日 = A 级 Al. 显然 4L 亦 为 末 的 闭 子 
空间 , 故 A 图 41 是 拓扑 直 和 .余下 的 绪论 是 明 蜡 的. 口 

定理 1.5.10 中 的 分 解 瑟 = A 四 4+ 称 为 正 变 分 解 ， Pa 称 为 从 五 到 A 的 正 
投影 , 它 由 4 惟一 决定 . 

由 正 交 分 解 定理 直接 推出 , 若 4 是 电 的 泌 子 空间 , 则 A 与 4 下 为 正 交 补 , 即 
A = A1+. 今 利用 这 一 点 来 解 以 下 问题 . 

例 1.5.,11( 最 小 范 数 问题 ) 给 定 线性 汇 关 向 量 组 [aaz ail CHSa 
= (a 0 ) ERK" ,求解 约 划 最 小 化 问题 ， 
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minl zl|, stay 一 ai 人 < 扫 :< 站)， 《1.5.32) 
解 ” 表 面 二 看 ,此 问题 仆 乎 与 最 佳 通 近 问题 无 关 , 但 我 们 可 将 它 转化 为 一 个 最 
佳 逼 近 问 题 . 关键 覃 于 取 zxo E 五 , 使 得 
《70 = a (Ai). 
令 了 = To 一 y, 则 满足 式 (1.5.32) 中 的 约束 条 件 富 Cy,a,) = 0{1 志 i 之 n), 于 
是 问题 {1.5.32) 等 价 于 
minl| xo ~ yl, vy€E AL， (1.5.32)" 


其 中 A = spaniaj ;a2 ，…,a,1. 由 定理 1.5.6, 式 (1.5.32) 的 解 , 是 xu 在 AL 上 
的 正 投 影 .于 是 问题 {1.5.32) 的 解 = ro -y 是 mm 在 4 = ALL 上 的 下 投影 .由 


定理 1.5.6( 刘 ,有 > 并 = >》) Ba， 
B= (BB B= Ga, (用 式 (1.5.26)) 
其 中 G 是 向 量 组 fa |] 的 Gram 条 阵 . 器] 


图 1-8 给 出 了 例 1.5.11 的 几何 解释 ,其 中 x。+ 4+ 表示 由 约束 条 件 (x,a,》 
= ut 所 i 二 ”) 决定 的 线性 流 形 . 
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在 人 1.2 中 讨论 的 空间 L?CQ) 与 C” (0) ,虽然 者 属于 应 用 上 最 重要 的 函数 
空间 ,但 两 者 各 有 一 些 很 明显 的 缺点 .空间 Z2 (9) 的 主要 缺点 是 , 它 完全 不 考虑 函 
数 的 导数 .即使 x € Lr(02) 可 微 ,zx 的 导数 在 L? 范 数 | | ,的 定义 中 也 完全 不 
起 作用 ,因而 距离 | x - v | ,完全 不 能 反映 zx 与 w 的 导数 之 间 的 差别 ,因此 ,在 涉 
及 微分 的 问题 (如 微分 方程 理论 ) 中 ,空间 L* 难以 充分 发 挥 作用 . 空间 C (0) 虽 
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然 没 有 [52) 的 上 述 缺 点 ,但 其 空间 结构 却 不 能 令 人 满意 .在 下 章 中 我 们 将 看 到 ， 
空间 L?(1 < p < 00) 的 自 友 性 是 一 个 导致 许多 深刻 结论 的 良好 性 质 .而 C* (0) 
却 不 其 有 自 反 性 ,更 不 像 L? 那样 是 Hilbert 空间 . 概括 起 来 ,似乎 可 以 说 ,空间 
LQ) 包含 坏 的 函数 却 有 好 的 空间 结构 ;而 与 此 相反 ,空间 C" {fn) 由 好 函数 组 成 
但 具有 坏 的 空间 结构 . 如果 一 种 空间 能 兼 有 (2) 与 C*(0) 的 优点 ,就 必 将 各 
免 两 者 的 缺点 .这样 一 种 理想 的 函数 空间 ,就 是 本 节 要 介绍 的 Sobolev 空间 , 它 是 
俄罗斯 数学 家 Sobolev 在 研究 数学 物理 问题 时 普 先 引信 的 . 

与 空间 LC0),C” (0) 相 比 ,Sobolev 空间 无 疑 具 有 茧 复杂 的 构成 ,关于 它 的 
完全 表述 要 用 到 较 深入 的 知识 (如 广义 函数 ,Fourier 分 析 等 ), 因 而 无 法 在 目前 准 
备 入 缺 的 情况 下 详细 介绍 ,在 本 节 中 ,我们 仅 对 Sobolev 空间 的 主要 特征 作 简要 的 
勾画 ,而 吉 开 可 能 需要 更 多 预备 知识 的 论证 细节 . 欲 知 其 详 的 读者 可 参考 文献 [3]. 

以 下 给 定 p € [1co),m 和 2, 开 区 域 O CC R", 约定 a 记 n 重 指标 {pi1, 


aa) E> 依 (1.2.12) 式 ， 
#1.6.1 空间 BH™?(0) 
在 1.3.3 中 已 经 指明 ,每 个 x € 4x(0) 都 可 用 连续 蝴 数 1 通 近 (参考 例 
1.3.8(v)). 这 就 意味 着 , 若 令 
X= lu€E CA): ai。 < |, 
则 六 是 2 人 2) 的 稠密 子 空间 ,因而 可 将 IL?(0) 看 作 赋 范 空间 (外, | .| ,) 的 完 
备 化 .将 上 述 思 想 加 以 引伸 ,可 用 来 构成 一 类 新 的 空间 , 它 有 一 些 类 似 于 空间 


L2( 1) 的 特点 . 
定 广 1.6.1 对 任 给 x € C*(n), 规定 


Pal = (al (1.6.1) 

令 Cr 
S= lu€E Cn): |ul,, < oo}, (1.6.2) 
则 (3S,.i ，1 。。) 是 一 个 赋 范 空间 (试验 证 ), 因 而 其 完备 化 是 -个 Ranach 空间 ， 


称 之 为 Sobolev 空间 , 记 作 于 ">*(9), 其 中 的 范 数 仍 记 作 ‖ . | mp 
特别 , 若 取 请 = 2, 则 S 是 一 个 内 积 空间 ,其 中 的 内 积 定 义 为 


(wu,Y), = > 《aa am) (u,v ES), (1.6.3) 


其 中 <,…》 记 L700) 中 的 内 积 . 于 是 ， H"“( 和 0) 是 一 个 Hilbert 空间 ,通常 将 它 简 
写作 (0). 
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你 已 看 到 ,利用 完备 伐 来 定义 我 们 所 需要 的 新 空间 HF**(0), 在 逻辑 上 是 一 
性 很 简单 的 事 . 但 在 直观 上 却 留 下 一 个 遗憾 :我 们 不 知道 该 如 何 看 待 本 "3) 中 
附加 进来 {( 即 S 之 外 ) 的 元 素 ,它们 是 如 上 的 函数 吗 ? 车 E HH”?(0Q) 和 S, 该 如 
何 计 算 ‖ 4 ,,? 幸而 有 以 下 结果 . 

命题 1.6.2 对 任 给 w € (0), 存在 惟一 浮 数 组 fw :| a | 所 {性 
1L* (如 ), 使 得 若 1 乞 5S, 在 PY) 中 避 一 (一 0), 则 


时 


下 |) (1.6.4) 


证 取 定 x E€ HM?(D), 由 后 (Q) 的 定义 ,有 序列 |! CS, 使 得 一 
utk -> 0). ui 依 范 数 | 必 为 Cauchy 列 ; 于 是 由 式 (1.6.1) 推 出 , 序 鹿 
{orm | {| 代 | 所 m) 均 状 L*(n} 中 的 Cauchy 列 , 因此 可 设 Os LL? 全 直 ” 和 
LD 一 00 ,1a | 二 2). 这 就 得 出 了 满足 式 (1.6.4) 的 尊 数 组 | ar 二?(07. 
下 面 只 要 证 惟一 任 . 设 序 询 1! C S 在 HP2(09) 中 收 敏 于 warw 人 > wr € 
OCR ie | 入 m). 合并 i 与 | 为 序列 [ww1, 则 必 下 一 Ce. 


— 0，, 


Lr? LF 
Dr 一 oo 1s 2). 
这 就 得 出 w* = vw ae (ea 1 zw) ,惟一 性 得 证 . 局 


在 命题 1.6.2 中 ,着 a € C" (nN), 则 必定 4 = 9,a.e.{la| 之 mr); 若 4 七 
CD) 则 约定 称 ww 为 x 的 & 阶 广 入 导数 , 亦 记 作 2°w(ia 过 天) 它 几 乎 处 处 由 
4 惟一 确定 . 白 然 将 x 等 加 于 Pw ( 即 加 ,0 是 Zr 中 的 零 元 ). 这 就 得 到 集 包含 关 
系 : 


SCEH ?NC IN). (1.6.5) 


因此 可 以 说 , H"…?《 人 0) 中 的 元 素 无 非 是 普通 的 p 次 可 积 函 数 . 当 mw = 0 时 ,实际 
上 有 "(0) = LO)， 


但 不 应 内 有 式 (1.6. 5) 而 误解 为 H"*(D) 是 109) 的 赋 范 子 空间 ,须知 在 
"(0) 中 采用 范 数 上， 1 ,,, 而 非 1* 范 数 . 设 za 依 命 题 1.6.2, 则 


二 i 人 Lip 
| 本 | mp = lim 上 | HE | mp 一 mt 3 | BH 2) 


=( > ule) = (> En 
这 就 表明 , 范 数 公式 (1.6.1) 亦 适用 于 任何 w € H”…(0), 只 是 其 中 的 ru(j ag | 过 
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入) 应 理解 为 广义 导数 .由 此 又 推出 ,对 任 给 fa| 入"*(Q), 有 


00 (km,|al<m). 

这 就 表明 , H”**( 人 2) 中 的 序列 收 敏 归结 为 相应 的 导数 序列 (直到 sm 阶 为 止 ) 的 L* 
收 侣 .可 以 说 ,这 正好 结合 了 空间 CC0) 与 LE) 两 者 的 特点 . 

Soboley 帘 间 五 (2) 的 一 个 主要 优点 是 , 它 如 局 C"{) 一 样 形成 一 个 随 
?4 递 变 的 阶梯 ,nx 愈 高 ，H”** C0) 中 的 函数 就 愈 好 (这 意味 着 光滑 人 性 全 高 ) ,而 这 
一 事实 在 微分 方程 理论 等 领域 中 是 至 关 重 要 的 . 准确 的 结论 由 著名 的 Soboley 髓 
人 定理 给 出 . 

定理 1.6.3(Sobolev 伐 人 定理 ) 设 人 CCR" 是 边界 足够 光 祖 的 有 界 区 域 ， 
nm > 万 + 类 天 E 2 则 有 连续 的 嵌入 CN) 亡 尾 (0). 这 意味 着 .Ya 七 
(1),3v € OC(D), 使 得 ww = uae 上 且 wl; 扫 ceonstlal ,其 中 
|: |。 记 室 间 避 (2) 中 的 范 数 ( 依 式 (1.,2.6)'), 

定理 1.6.3 中 的 如 与 v 自然 不 必 区 别 .于 是 定理 1.6.3 的 结论 可 表述 为 . 
(RN) C CCN), 且 车 在 "(0) 中 以 一 , 则 

iT) Fur) 人 一 oo 和 ae EE 
几 一 个 简单 的 一 维 例 子 来 解释 嵌 人 定理 ， 
例 1.6.4 取 虽 = (-1.1 CR, 则 依 定理 1.6.3 有 
(CEN), (m1) 

{i) 设 Xn} 则 芒 各 Ln) 二 Hn) 人) 

( 门 设 (r) = iaxir;0lz € 0), 则 ww E H (NC CO)NCLG); 

(iiy 设 
jo 一 1 < x 0 
zx, 0O<r<l. 
则 ww€E CHA), 但 ww 世 C(D). 不 过 ,可 如 此 修改 & 为 u, EE C2(B)， 使 得 在 区 间 
(一 1 之 外 本 人) = u(x), 日 ay 本 am 一致 有 界 .容易 看 出 ut 


一 一 > (i = 0,1,2), 因此 w € HCGQ). 这 个 例子 说 明了 Et) 屯 CD) 
不 能 改进 为 Hi(0) 忆 C7(0). 


$1.6.2 空间 (0) 
令 D(n) = C0” (0) (参看 式 (1.3.10)) , 它 在 广义 孙 数 理论 中 被 称 为 检验 话 
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数 空间 .每 个 xz € DCDn) 都 可 自然 地 认定 属于 DPIR")， 只 最 对 zz € R"\n 置 
u(xz)}= 0, 

对 于 x E Da) 可 充 限 制 地 进行 微分 与 积分 运算 ,因而 具有 极 大 的 方便 性 ; 
而 通过 适当 的 极限 过 程 , 上述 优 势 又 可 过 渡 到 由 Da) 中 函数 道 近 的 函数 . 这 就 
上 自然 提出 一 个 问题 ; D(0) 是 否 在 H”** (0) 中 稠密 ? 如 果品 = R", 则 回答 是 肯 
定 的 ;在 其 他 情况 下 则 未 必 . 这 又 促使 我 们 去 考虑 一 个 较 H*?(D) 为 小 的 空间 
Heo”(Q), 即 DCQ) 在 空间 H”*(0) 中 的 闭 包 , 它 作为 H"*(0) 的 闭 子 空间 是 
一 Banach 空间 .车 p = 2, 则 FH***(0) 是 一 Hilbert 空间 , 简 记 为 (和). 空间 
Ho*(0) 与 HY() 都 称 为 Soboley 空间 ,它们 | 在 许多 领域 有 重要 应 用 . 

空间 FE (0) 的 特殊 价值 基于 以 下 重要 不 等 式 ， 

定理 1.6.5(Poincaré 不 等 式 ) 若 2 有 界 , 则 对 ww € (02) 成 立 


| ais const( YY Haw 3}. {1.6.6) 
lanl = 


证 只 需 对 ww E€ Dt{n) 证 明 式 (1.6.6). 不 妨 设 DC (0,ay",a > 0, {0,a)” 
昆 边 长 为 a 的 n 维 方 体 .于 是 


41 本 “ 
| | a(r) fdx =| | 和 (aaa dr 
| 2 
<a] ae | 站 | dz (用 Halder 不 等 式 ) 
<af dz| | Yaulr) 12dri 


=a’| | Yu{r) [dxr, 
Ep 


其 中 Yz(z) 记 ulz) 的 梯度 .将 所 得 不 等 式 相继 用 于 "4( | a | < mm), 经 有 限 步 
后 可 得 出 不 等 式 (1.6.6). 口 

Poincare 不 等 式 的 意义 在 于 ; 若 有 界 , 则 对 于 空间 BY (0) 
lu A(C BD loali)™ (ee p(n)) (1.6.7) 


是 与 | . | ;等 价 的 范 数 ,而 | tm 的 表达 式 仅 用 到 wx 阶 导数 ,因而 形式 上 较 
| ， 上。 简单 些 .特别 ,对 wx € Hi(n), 有 


lele = (fo va Paz】 


对 于 E He-ee<a<p<oco) 有 


$1.6 Sobolev 空间 _ 、- “3 


lulu = (fit) raz) 
通常 ,在 HE (CQ) ({ 有 界 ) 中 不 加 说 明 地 使 用 范 数 (1.6.7), 上 日 就 写作 |，. 相 
应 地 ,使 用 内 积 (对 着 式 (1.6.3))} 
Cu vm) = ee (u,v €E HY(Q)), (1.6.8) 
其 中 》 记 LC0) 中 的 内 和 
$1.6.3 对 微分 方程 问题 的 应 用 


Sobolev 空间 主要 应 用 于 微分 方程 ,特别 是 偏 微分 方程 问题 ,深信 的 讨论 只 能 
是 专 善 的 任务 ,不 过 ,简单 的 例子 也 能 说 明 Sobolev 空间 方法 的 某 些 基本 思路 . 
经 常用 作 说 明 的 一 个 简单 例子 ,就 是 Laplace 方程 的 Dirichlet 边 值 问题 . 


人 = f(z) (x ET)， 
uw 130=0, 


(1.6.9) 


其 中 刘 忆 RR" 昆 有 界 区 域 , FE 三) 是 已 知 函数 ,A 是 Laplace 算 子 , 即 
Au = DF ufdr?. 


车 uw 所 CC (f) 满足 式 (1.6.9){ 这 样 的 称 为 边 值 问题 式 (1.6.9) 的 古典 
解 ) , 则 对 任 给 吕 E D(m) 有 


| Pear 二 一 | As * udx 


-| VuHu* Vwudxro— | du do 
a on 
jn 
=| Tu. Vudx, 
站 


其 中 用 到 推广 的 Green 公式 , de 是 边界 30 的 “面积 元 ”， a 是 沿边 界 法 向 的 导 
数 . 因 D(CQ) 在 环 () 中 稠密 , 故 所 得 等 式 亦 应 适用 于 ww Hi(O), 即 应 有 等 式 

| Yesvodzr= | fodr (YE 09))， (1.6.10) 
或 写成 


uo = fv) (YYvE HCN)), (1.6.10)" 


56 第 一 章 机 象 空间 


其 中 全 ,yo 依 式 (1.6.8). 这 就 忆 示 出 一 个 自然 的 想法 ;即使 w 未必 是 问题 
《1.6.9) 式 的 古典 解 ,只 上 归 它 满足 式 (1.6.10) ,或 许 就 能 起 其 种 广义 解 的 作用 .四 
此 , 凡 满 足 式 (1.6.10? 的 ze (0) 称 为 问题 (1.6.9) 式 的 弱 解 .车 能 判明 弱 解 x 
E (2), 则 zx 实际 上 就 是 古典 解 . 这 就 将 求解 (1.6.9) 式 的 问题 转化 成 了 寻求 其 
弱 解 的 问题 ,后 者 通常 要 容易 些 . 以 下 就 足 关于 器 解 存 在 性 的 一 个 简单 结果 . 

定理 1.6.6 设 人 CR" 是 有 上 愉 区 域 ,FE LL2(0), 则 边 值 问题 (1.6.9) 式 存 
在 惟一 器 解 . 

定理 的 证 明 并 不 困难 ,但 要 用 到-- 些 到 下 章 才 出 现 的 概念 与 结论 . 现在 可 以 粗 
看 :一 下 以 下 的 证 明 , 这 将 为 在 下 章 学 习 有 界线 性 泛 函 理论 预先 作 点 铺垫 . 

证 由 人 (vw) = 《fw (wv EHI(Q)) 定义 出 空间 HCQ) 上 的 一 个 线性 少 
两 , 它 满 是 


| Two) [I EF; # | const || vw | 1 2, 


避风 下 呈 实 Hilbert 空间 (0Q) 上 的 有 界线 性 泛 聘 .由 Riesz 表示 定理 (参看 定理 
2.3.6) 存 在 惟一 的 x € 有 0D) ,使 得 (za = T(v)(Yw EE Hi(N)). 这 正 表 
明 & 满足 (1.6.10) ,因此 是 问题 (1.6.9) 的 惟一 弱 解 . [] 


1.7 其 他 抽象 空间 


本 章 前 6 节 给 出 了 Banach 空间 (包括 其 特 款 Hilbert 帘 问 与 Sobolev 空间 ) 基 
础 概念 的 一 个 梗概 . Banach 空间 理论 为 范围 广泛 的 数学 问题 提供 了 一 个 适当 的 窜 
间 框 哥 . 它 既 不 像 Hilbert 空间 那样 失 之 过 窄 ,缺少 同 旋 余 地 ;也 不 像 革 些 更 一 般 的 
抽象 空间 (例如 拓扑 向 量 空间 ) 那 样 失 之 过 宽 ,以 至 无 法 充分 利用 平常 Euclid 空 > 疗 
中 的 许多 有 益 启 示 . 本 书 将 Banach 空间 放 在 中 心地 位 ， 看 来 是 合理 的 .但 应 立即 指 
出 ,在 抽象 空间 理 沦 不 断 所 广 的 进程 中 ,Banach 空间 只 不 过 是 其 中 的 一 站 而 已 .更 
- 航 的 空间 概念 的 引进 ,不 只 是 还 辑 上 的 自然 引伸 ,更 受到 铬 个 领域 实际 需要 的 强 
劲 推动 .对 于 那些 应 用 上 日 益 重 要 的 抽象 空间 有 所 了 解 ,自然 成 为 渤 函 分 析 学 习 中 
的 一 项 任务 . 当然 ,下 面 的 简 栈 介绍 仪 能 使 读者 见 其 一 姓 , 但 由 此 所 获得 的 印象 ,对 
于 希望 进 人 这 些 空间 领域 的 起 者 还 是 有 益 的 . 


$1.7.1 度量 空间 
在 $1.1.1 中 ,已 在 赋 范 宰 间 中 引进 上 距 腐 ， 
cr) = Hr-yl, (1.7.1) 
直接 由 范 数 公理 (Ni ) 一 (Ni) 及 定义 式 (1.7.1) 推 出 ,此 离 有 性 质 ， 


$1.3 其 他 抽象 空间 ， $7 - 


{M 对称 性 : d (x,y} = d(y,z); 

(NL) 三 角 不 等 式 ; dzry) 所 d(r7 ,2) + d(y,z); 

(Ms ) 正 定性 ;: d(x ,y) 守 0; dry) =0 人 = yy 

如 果 撤 开 距 离 的 定义 式 (1.7.1) ,仅仅 以 性 质 (M ) ~ (Ms ) 作 为 出 发 点 ,就 达 
到 公理 化 的 距离 定义 . 

定义 1.7.1 设 义 古 任 一 非 空 集 . 若 对 关中 任 一 对 元 x,y, 指定 了 一 个 实数 
d(x,y), 称 为 7 与 y 之 间 的 诈 离 , 它 满足 距离 公理 {M ) 一 (Ms ) , 则 称 zf -，.) 为 
X 上 的 一 个 度量 或 距离 , 称 天 为 度量 空间 ; 当 要 明确 指出 度量 4 时 ,将 空间 X 写 
作 (X,d). 

由 此 定义 ,任何 赋 范 空间 依 式 (1.7. 1 所 定义 的 度量 4 是 一 个 度量 空间 , 称 4 
为 由 范 数 时 出 的 度量 . 当 将 一 赋 范 空间 看 作 度量 空间 而 来 另 作 说 明 时 ,总 认定 其 中 
使 用 由 范 数 导出 的 度量 .实际 上 , 赋 范 空间 的 任何 非 空子 集 依 距离 (1.7.1) 式 亦 是 
度量 空间 .应 用 上 常用 的 度量 空间 可 能 是 某 个 赋 范 空间 的 子 集 ,但 亦 可 能 通过 其 他 
途径 引出 . 关键 的 一 点 是 ,度量 空间 不 必 具 有 任 和 何 代数 结构 ,因而 比 赋 落 空间 具有 
更 大 的 一 般 性 .但 因此 却 远 不 能 达到 如 赋 范 空间 中 那样 丰富 的 结果 . 

没 (X,d) 是 给 定 的 度量 空间 .我们 感 兴趣 的 是, 赋 范 空间 中 通过 量 离 (1.7.1) 
式 所 定义 的 哪些 概念 及 相应 的 结论 可 推广 于 度量 空间 . 要 回答 这 一 问题 ,就 得 对 
全 1.1 一 和 1.4 中 的 内 容 作 一 番 仔 细 审 察 , 从 其 中 挑 出 那些 可 推广 到 度量 空间 的 结 
论 . 这 件 事 做 起 来 并 不 十 分 困难 ,但 也 难以 从 中 感受 到 开辟 新 领域 的 乐趣 . 我 们 不 
打算 去 撒 述 这 - 全 过 程 ,只 是 给 出 最 初 的 几 步 . 

着 jr] 己 半 是 一 序列 ,x 六 ,d(x zy 0(n oo)， 则 说 1x, | 度量 收敛 
于 之 , 记 作 XT TN 00), 若 


lirndfzrwyz) 一 站 (1.7.2) 


《对 照 式 (1.1.9)), 则 称 fx, 为 Cauchy 到 .车 克 中 所 有 的 Cauchy 列 收 伍 , 则 称 X 
为 完备 度量 空间 . Banach 空间 中 的 任何 非 空 闻 子 集 都 是 完备 度量 空间 . 对 应 于 式 
《1.3.1), 式 (1.3.2) ,度量 空间 多 中 的 开 球 与 闭 球 分 别 定义 为 


B(a)= IrEX:aAdar}< ri 
与 
Bl(a}= irE Xd(a,r)Er|. 


由 此 进而 将 $1.3 与 $1.4 中 的 种 种 概念 过 渡 到 度量 空间 ,几乎 是 例 行 的 推广 要 
作 的 御 往 是 将 上 zx ~ > 时 换 成 d(x ,y), 将 "Banach 空间 的 闭 子 集 " 换 成 完备 度量 
空间 而 已 .不 过 ,与 其 说 说 而 已 ,不 如 实际 动手 完成 某 些 推广 . 这 件 事 你 不 护 试 着 外 
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己 来 做 .作为 示范 ,我们 推广 定理 1.4.4 如 下 . 

定理 1.7.2 说 X,Y 是 度量 字 间 ,其 中 针 是 紧 的 , F: X 一 了 与 /: 三 一 下 
连续 , 则 有 以 下 结论 : 

(i) FX 是 Y 中 的 紧 集 ,因而 有 界 ; 下 在 X 一 至 连续 , 即 Ye >0,38>0， 
当 了 :yyEXdtzr < 了 时 (Fr Fy) < esi 

(i) 了 在 X 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

定理 中 涉及 度量 空间 中 的 紧 集 、 有 界 集 与 连续 性 概念 ,参照 $1.3 与 §1.4, 你 
应 能 自行 给 出 定义 . 

证 (i) 对 于 FX 为 紧 集 的 证 明 , 与 定理 1.4.4 中 证 FD 紧 无 任何 不 同 .车 下 
在 X 上 非 一 致 连续 , 则 对 某 个 s > 0, 存在 x, ,y, € XX(n = 1,2,…), 使 得 d(xz,， 
V0, 而 dFr, ,Fy,) 守 e{ YnEN). 因 多 是 紧 的 ,不 妨 设 x, 一 x EX, 因 
而 亦 有 和 一 x(n 一 0) ,但 这 推出 


elmad(lFr,, Fy,) = dFr,Fr) = 0, 


得 出 予 盾 .和 因此 下 必定 一 教 连续 . 

为 证 (ii) ,几乎 可 以 照抄 定理 1.4.4(ii) 的 相应 证 明 , 因 此 可 以 免 去 . 口 

当然 ,那些 实质 上 依赖 于 一 定 代数 关系 的 概念 与 结论 ,对 于 度量 空间 就 不 得 有 
意义 .例如 ,“ 基 本 集 " 的 概念 就 不 适用 于 度量 空间 . 

无 需 具 有 代数 结构 ,固然 使 得 度量 空间 有 更 具 普 遍 人 性 的 优点 ,但 亦 使 它 失去 常 
识 中 缉 悉 的 空间 形象 . 例如 ,整数 集 艺 依 通常 度量 是 一 个 度量 空间 ,但 在 直观 上 ， 
我 们 很 难 将 它 与 R" 这 样 的 * 更 地 道 "的 空间 等 量 齐 观 . 在 度量 空间 工 中 , 球 


B.(0), Bae(0)， Bz(0) 


竞 无 区 别 , 肯 B,C0) 拓 B1(0). 从 习惯 于 赋 范 空间 的 眼光 看 来 ,这 些 事实 几乎 是 不 
可 思议 的 .因此 ,在 处 理 度量 空间 问题 时 ,应 与 来 自 平常 空间 的 几何 直观 保持 适当 
的 还 次 ,以 免 陷 人 庄 误 .无 疑 ,缺少 代数 结构 是 抽象 度量 空间 的 一 个 缺点 . 因此 ,应 
用 上 最 重要 的 度量 空间 ,还 是 那些 同时 是 向 量 空间 且 其 线性 运算 依 度量 连续 的 度 
量 空间 .除了 赋 范 空间 之 外 ,这 类 空间 的 最 重要 例子 就 要 算 下 面 即 将 介绍 的 赋 准 范 
空间 了 . 


#1.7,2 赋 准 范 空间 
我 们 将 定 闵 站 .1.1 修改 如 下 . 
定义 1.7.3 设 X 是 下 上 的 向 量 空间 . 若 对 每 个 x € 多 , 指定 了 一 个 实数 


1 站, 称 为 二 的 准 范 数 , 它 满足 范 数 公理 (N;),{N,)( 依 定义 1.1.1) 及 修正 的 
(N11): 


$1.7 其 他 抽象 空间 _ 59 ， 


NO -zl = rfl el =0= ,lim or, | 
(rr ,a EE K), 


则 称 XX 为 KK 上 的 二 准 范 空间 . 

若 区 是 赋 准 范 空 间 , 仍 然 依 公式 (1.7.1) 定 义 距 离 4d, 则 显然 (多,q) 是 度量 
空间 , 称 4 为 由 准 范 数 .| 导出 的 度量 ; 当 (X,ad) 完备 时 称 贸 为 Fréchet 空间 . 
当 桨 赋 准 范 空 间 ( 以 及 其 中 任何 非 空子 集 ) 看 作 度 量 空间 时 ,通常 总 使 用 由 准 范 数 
时 出 的 度量 . 赋 准 范 空间 X 中 的 度量 收 敏 ,就 是 依 准 范 数 收 敏 (对照 定 义 1.1.3): 


d(xror) 0 zr -xz —0 (9 一 co)， 
如 司 在 赋 范 空间 中 一 样 ,如 上 的 收 伊 有 性 质 : 
Tyo By Yr {1.7.3) 
Qn Ta TE Ty Ot. (1.7.4) 
式 (1.7.3) 是 很 简单 的 ;证 明 式 (1.7.4}) 却 不 像 虐 范 空 间 中 那么 容易 (参看 $1.1.2 
与 文献 [4] 第 313 页 ) .一 般 说 来 ,将 范 数 公理 (Ni ) 替 换 成 (N' ) 之 后 , 赋 范 空间 中 
很 多 论 让 因 市 随 之 失效 . 
显然 赋 范 空间 必 为 赋 准 范 空间 ,因而 Banach 空间 也 是 Fréchet 空间 .我 们 更 关 
心 的 是 那些 不 可 赋 范 的 Fréchet 空间 ,下 面 就 是 -个 此 型 例子 


例 1.7.4 R 上 的 连续 函数 之 全 体 C(R) 显然 是 一 :向量 空间 , 对 任 给 w EE 
C(R), 定义 


Full, = Sup, az)l (nx EN), 
(1.7.53) 
tal = 去 二 和 


今 验 明 | .| 是 CCR) 上 的 一 个 准 范 数 . 范 数 公理 (Nz )(N; ) 的 验证 是 容易 的 ,二 
角 不 等 式 基于 不 等 式 


| 号 + 各 | | el 十 | wl| 
l+liuatvl sl+ia| +ihv]|: 


其 次 显然 让 一 | = a 上 .为 验证 公理 (N'), 首 先 指出 : 医 [a 记 C(R), 则 
bad ~0Slw|, >=0 (kg ,YnEN) 


在 [n,n] Ewa(x) -0 (k= ,Yn 人 tt N. 
(1.7.6) 
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由 此 容易 推出 ;车 ,ws EE COR),a E KG =1,2,.…), 则 a 一 0=> | a 0; 
wl 一 0> ae 一 0 >%), 因此 :是 一 个 准 范 数 ; 虑 (1.7.6) 表 朋 
CCR) 中 的 度 攻 收敛 就 是 有 限 区 间 上 的 一 致 收 伍 ,简称 为 紧 一 致 收效 .事实 上 , 式 
(1.7.6) 显 然 推 出 : 
Ew 一 0 在 任何 紧 集 兵 (C R) 上 到 二 0 (RR 一 00), 
若 j 如 | 伺 C(R) 是 一 Cauchy 列 , 即 
lim | we i | 一 0， 
网 
imilaa ul, =0 (Vn€N), 


这 表明 限制 在 区 间 [一 n,n] 上, lw 使 sup 范 数 是 Cauchy 列 , 于 是 存在 * EE 
CLR), 使 得 在 每 个 区 间 [一 x,n](n 守 1) 上 w=Fu, 即 ww >0(R> co) 
这 表明 CLR) 是 完备 的 ,从 而 是 一 Fréchet 空间 . 

构成 Fréchet 空间 的 以 上 方法 可 自然 地 推广 到 C* (0), 此 处 2 己 R" 是 任 一 
开 集 (包括 2 = R" ), 0 所 m 所 %, 使 得 在 C(D) 中 序列 | 如 | 度量 收敛 于 零 意 
昧 着 : 当 ia | 壕 m( 当 m= oo 时 是 对 任 给 a E 27 ) 时 , 93"%u4 在 内 紧 致 收敛 
于 零 , 即 对 任 一 紧 集 KK 性 0, 在 KR 上 3 六 0(&-> 吕 ). 对 于 这 样 的 空间 , 准 范 数 
的 具体 表达 式 可 能 有 些 复杂 ,但 许多 结 沦 仅 依 赖 于 Fréchet 空间 的 一 般 性 质 ,而 与 
准 范 数 的 具体 表达 式 无 关 . 


$1.7.3 拓扑 空间 


尽管 度量 空间 已 具有 很 大 的 一 般 性 ,但 它 仍然 不 足 为 用 .即使 在 看 来 很 初等 的 
问题 上 ,度量 空间 的 局 限 性 亦 能 表现 出 来 . 例如 ,以 天 记 R 上 的 实 函数 之 全 体 , 任 
给 ,wu €€ FPF(n = 1,2,…), 定义 


HH tr u(r) (no%,r ER), 


即 开 中 的 收 敏 就 是 处 处 收敛 或 点 态 收 敏 , 这 种 收 敏 性 当然 极为 简单 初等 , 旦 不乏 
其 用 ,但 它 却 不 能 由 任何 度量 定义 人 @. 
这 样 ,我 们 又 走 到 了 一 个 进入 新 的 空间 领域 的 路 11, 路 标 指向 拓扑 空间 中 , 它 


吃 ”这 一 结论 的 严格 证 明 依赖 于 较 深 入 的 知识 . 
中 实际 上 , 介 于 度量 空间 与 拓扑 讼 间 之 间 , 还 有 一 些 中 间 类 型 的 抽象 空间 ;但 其 重要 性 不 
长 据 扑 空间 与 度量 空间 ,不 必 太 对 重视 . 


1.7 其 他 抽象 空间 -人 。 


比 度量 空间 述 要 宽 消 得 多 ,是 以 满足 多 种 涉及 收 伍 性 的 数学 问题 之 需要 、 

回忆 一 下 1.3.1 中 关于 点 集 的 讨论 .车 以 z 记 一 赋 范 空间 三 中 的 开 集 之 全 
体 , 则 它 有 以 下 性 质 ( 参 看 命题 1.3.4): 

(DO) XC Er; 

(ONFA :IETICr>UAEr; 

(Di 4A, :1 Cr AECr. 
上 述 结 论 同 样 也 适用 于 度量 空间 .我 们 自然 推 想 , 这 些 性 质 或 许 根 本 不 必 与 范 数 或 
度量 发 生 必然 联系 ,而 应 成 为 一 个 更 一 般 的 概念 的 出 发 点 ,这 就 导致 以 下 定义 . 

定义 1.7.5 设 久 是 任 一 非 空 集 . 若 已 可 定 了 一 个 集 族 t+CC2*D, 每 个 A 蕊 
z 称 为 开 集 , z 满足 开 集 公理 (DO ) 一 (DO ) , 则 称 * 为 天上 的 一 个 拓扑 ,而 称 义 为 拓 
扑 空间 ; 当 要 明确 指出 拓扑 r 时 写作 (XX ,rr). 

据 此 定义 ,任何 赋 范 空间 都 是 拓扑 空间 , 其 中 的 拓扑 ( 即 开 集 族 ) 称 为 范 数 拓 
扑 . 同 样 地 ,任何 度量 空间 都 是 拓扑 空间 ,其 中 的 拓扑 称 为 度量 拓扑 . 因此 ,典范 空 
癌 的 任何 非 空 子 集 是 拓扑 空间 .特别 , R” 的 任何 非 空子 集 ( 其 度量 由 Euclid 范 数 
导出 ) 是 拓扑 空间 ,其 中 的 拓扑 称 为 通常 拓扑 (这 自然 意味 着 在 R" 中 还 可 以 考虑 
其 他 拓扑 ). 

拓扑 空间 远 比 度量 空间 (更 不 必 说 赋 范 空间 ) 更 一 般 , 要 举 出 非 度量 空间 的 拓 
拉 空 间 例 子 简 真 易如反掌 . 例如 , 设 X 是 任何 多 于 一 点 的 集 , 令 z = 1X,@), 则 工 
平凡 地 满足 开 集 公理 (DO ) 一 《0O;) ,这 样 的 z 就 称 为 平凡 拓扑 .平凡 拓扑 绝 不 可 能 
是 度量 拓扑 .事实 上 ,车 拓扑 r* 由 度量 d 导出 ,x,y E 四 ,x 关 y, 则 rAd{r,y) 
> 0, Btz) 与 Bt(y) 都 应 属于 ,而 显然 Botz) 门 Bofy)= 人 站, 故 不 可 能 有 
r= |X.Ci. . 

一 个 颇具 吸引 力 的 问题 是 ,能 否 在 拓扑 空间 中 展开 你 在 8$1.1 一 81.4 中 所 看 
到 的 那些 内 容 ? 考虑 到 除 抽 象 的 公理 (DO ) ~ (O, ) 之 外 ,现在 别 无 其 他 结构 可 用 ， 
拓扑 空间 理论 的 展开 似乎 充满 困难 用 内 容 和 贫乏 .然而 ， 实际 上 开 集 公理 (O ) ~ 
《3) 列 普 了 一 个 异常 丰富 的 理论 ,而且 其 基本 特征 非常 接近 平 赋 范 空间 中 的 点 集 
论 , 以 至 无 需 太 多 的 改动 , 即 可 将 §1.3~ §1.4 中 的 许字 内 容 移 植 到 拓扑 空间 . 当 
然 这 一 移植 过 程 仍然 有 不 少 困难 需要 上 克 服 ,而 且 深 入 的 展开 将 遇 到 更 多 的 困难 .所 
有 这 些 都 只 能 从 拓扑 学 的 专 书 中 获得 充分 了 解 , 本 节 充 其 量 走出 开头 的 几 步 ,以 使 
读者 获得 最 初步 的 印象 . 

以 下 设 (X,r) 是 一 取 定 的 拓扑 空间 . 

首先 考 虚 收敛 性 .在 一 赋 范 空间 中 ,zx, -> x(n -> co) 可 刻画 为 


中 2” 表示 XX 的 子 集 之 全 体 , 称 为 外 的 填 集 . 注 章 久 ,J E 2* ,内 而 2* 必定 非 空 ， 


" 62- 第 一 章 ”抽象 空间 


Ye>0,3N>0,YnN,， 有 xz, EB.(r). 


在 拓扑 空间 X 中 无 球 亲 用 ,我 们 用 并 集 米 代替 球 :在 XX 中 zz, 一 ztn 一 00) 界定 为 
任 给 包含 > 的 开 集 V ,3N>0,Yn 守 NN, 有 Zz EV. (1.7.7) 


为 行文 方便 ,下 面 以 , 改 记 含 x 的 开 集 之 全 体 , 其 中 的 集 称 为 x 的 开 邻 域 . 

仿照 极限 的 定义 ,以 开 集 代替 球 ,可 将 点 集 论 的 许多 基本 概念 推广 于 拓扑 空间 
{参看 定义 1.3.1,1.3.3,1.3.7,1.4.10). 

定义 1.7.6 设 ACX,zrE€EX. 若 存在 VE ,使 VCA, 则 称 z 为 A 的 
内 点 ; 若 对 和 任 给 VE 和, 有 4 人 天 人 好, 则 称 z 为 上 的 触 点 .分 别 以 4 与 下 记 
六 的 内 点 与 触 点 之 全 体 , 二 者 分 别称 为 A 的 内 部 与 闭 包 . 若 4 = 及 , 则 称 A 为 暑 
集 ; 厨 及 = 和 , 则 称 4 为 稠 集 , 若 (4)” = 名 , 则 称 A 为 总 集 ， 

边界 、 导 集 , 可 分 集 、 第 一 网 集 等 概念 的 定义 如 同 赋 范 空间 中 一 样 ,不 必 一 一 写 
出 .其 次 ,关系 式 (1.3.3)., 命 题 1.3.2(ii) ,命题 1.3.4 等 均 可 推广 于 拓扑 空间 .至 
于 “4 是 开 集 全 4A = A””, 则 是 一 个 可 证 明 的 结论 ,而 不 像 在 赋 范 空间 中 一 样 是 用 
来 定义 开 集 的 条 件 .你 应 记 住 ,拓扑 空间 中 的 开 集 是 依 公 理 纵 定 而 作为 整个 理论 出 
发 点 的 , 另 一 个 初 看 起 来 出 人 意外 但 实 属 本 质 的 差别 是 ,在 拓扑 空间 中 一 般 不 能 证 
明 “ xz 有 A 写 存 在 序列 |z,| CA 使 zx, 一 工 ”， 为 了 用 极限 来 刻画 闭 包 ,必须 推广 
序列 概念 ,考虑 某 种 称 为 网 的 广义 序列 的 极限 ,此 处 已 不 宜 深 论 了 .顺便 指出 , 正 是 
诸如 此 类 的 “病态 ”现象 ,造成 了 拓扑 空间 理论 深入 展开 的 困难 . 

观察 一 下 81.3.2 中 刻画 过 续 性 的 式 (1.3.5) ,就 很 容易 理解 以 下 定义 . 

定 迪 1.7.7 设 X, 了 是 两 个 拓扑 空间 , FF: X -一 Y,zrE Xiy= Fzr. 车 对 任 
给 VE.t, 存 在 UE .4,, 使 得 FUCYV, 则 说 FF 在 点 x 连续 .车 已 在 X 上 每 点 
连续 , 则 称 下 为 连续 映射 .以 C(X,Y) 记 从 多 到 YY 的 连续 映射 之 全 体 . 共 下 胰 一 
连续 双 射 且 和 € CtY,X), 则 称 焉 为 同 胚 . 若 在 在 从 * 到 Y 的 同 胚 , 则 说 拓扑 
空间 X 与 Y 生 相 同 胚 ， 

关于 连续 映射 的 定理 1.3.6 亦 可 用 和 于 拓扑 空间 . 

国 此 处 所 定义 的 连续 性 涵盖 了 81.3 中 用 范 数 所 定义 的 连续 性 (参看 定义 
1.3.5) , 故 互 相 拓 扑 癌 梅 的 赋 范 室 间 必定 互相 同 是 .不 过 , 同 虑 是 比 拓 扑 同 构 宽 汪 
得 多 的 概念 . 两 个 互相 同 腑 的 拓扑 空间 , 初 看 起 来 其 差别 可 能 大 得 令 人 难以 罩 信 . 
例如 ,图 1-9 所 示 的 XX 与 Y 作为 王 的 两 个 拓扑 子 空间 是 开 相 同 豚 的 ,尽管 二 者 做 
乎 相差 很 远 .这 一 类 的 事实 促使 人 们 去 揭示 隆 藏 在 互相 同 胚 的 拓扑 空间 之 后 的 革 
同属 性 ,而 这 往往 导向 拓扑 学 的 深刻 结论 . 

对 于 紧 性 的 刻画 亦 是 折 扑 空间 理论 的 基本 课题 .但 定理 1.4. 3 已 不 能 简单 地 
推 1 地 拓扑 空间 ;在 赋 范 空间 中 互相 等 价 的 条 件 , 过 渡 到 拓扑 空间 之 后 导向 一 些 扎 
有 差异 的 拓扑 概念 . 


1.7 其 他 抽象 空间 的， 


图 1-9 


定义 1.7.8 设 X 是 一 拓扑 空间 , A 必 X. 若 4 在 和 中 的 任何 开 覆 盖 有 有 限 
子 履 盖 , 则 称 4 为 紧 集 ; 当 和 是 紧 集 时 称 4 为 相对 紧 集 . 若 A 中 任何 序列 有 收 笋 
子 列 且 其 极限 属于 4 , 则 称 A 为 序列 紧 集 . 若 * 本 身 是 紧 集 (或 序列 紧 集 ), 则 称 
X 为 紧 空 间 ( 或 序列 紧 空间 ). 

紧 集 未 必 是 序列 紧 集 ,其 逆 也 未 必 成 立 .这 种 差异 常常 是 处 理 拓扑 空间 问题 的 
主要 朵 杭 之 一 . 

现在 考虑 定理 1.4.4 的 推广 .拓扑 空间 之 同 的 映射 已 不 再 有 一 致 连续 概念 ， 
此 定理 1.4.4(i 不 完全 适用 于 拓扑 空间 .不 过 ,我 们 还 是 有 以 下 结论 ， 

定理 1.7.9 设 轩 ,Y 是 拓扑 空间 ,其 中 筷 屋 紧 的 ; 已 :和 一 了 与 站 和 一 及 
连续 , 则 有 以 下 结论 ; 

(i) EX 是 Y 中 的 紧 集 . 

(i) 在 X 上 取得 最 大 与 最 小 值 . 

证 (全 设 17iE 于 是 EXE 在 7 中 的 开 覆 盖 , 则 1F5V | 是 X 的 开 覆 盖 . 
头 X 是 紧 的 , 故 {1F “Vi| 有 有 限 子 丁 盖 1F"'V, |, 因而 | V1 是 1V,! 对 FX 的 
有 限 子 覆盖 ,这 表明 FX 是 紧 集 . 

(让 令 A = ARX) 则 4 是 及 中 的 紧 集 , 即 有 界 闭 集 ( 参 考 定理 1.4.2). 令 。 
= int4a,8= sup4,. 因 A 是 闭 集 ,必定 ap8E 4, 故 aa, 分 别 为 在 X 上 的 最 小 
值 与 最 大 值 . 口 

进一步 的 深 人 将 更 加 远离 我 们 对 于 空间 的 直觉 观念 ,在 缺乏 具体 材料 支撑 的 
情况 下 ,大 概 难以 激 起 更 大 的 兴趣 ， 

不 过 ,还 有 一 个 遗留 问题 有 等 回答 :本 段 开 头 提 到 的 室 间 下 中 的 点 态 收 化 能 
欠 某 个 拓扑 导出 吗 ? 回答 是 肯定 的 ,但 这 个 拓扑 的 构造 看 起 来 还 不 简单 ;我 们 得 实 
际 构成 一 个 集 族 + 己 27, 验证 它 的 确 满 足 公 理 (O, ) 一 (O,); 然 后 说 明 ，F 中 序列 
的 点 态 收敛 恰好 是 条 件 式 (1.7.7) 所 刻画 的 那 种 收 敏 . 首先 ,对 任 给 w € Fz， 
EER,e>0, 令 
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UCwgyriy Te) = JvuEF fu(r) vr) i< ellAiCn). 
(1.7.8) 
定义 z 为 形 如 式 (1.7.8) 的 集 的 并 之 全 体 ,， + 就 是 我 们 所 需要 的 拓扑 . r 应 满足 的 
各 项 条 件 逐 一 验证 如 下 . 

(i) 验证 (Di ). 显然 下 是 所 有 形 如 式 (1.7.8) 的 集 的 并 , 故 下 +, 其次,“ 零 个 
集 的 并 "理解 为 空 集 , 因 此 安 和 专 +， 

《ii (0 ) 显然 满足 ， 

(iii) 验证 {OO) ,只 需 验证 :任意 两 个 形 如 式 {(1.7.8) 的 集 的 交 属 于 zr. 设 和 A= 
Ua rs TE), B= Uv, ro, rd) uv EE Friyr,r, €E Rn 
< mm) ,8,8 > 0. 要 让 A 门 BE rt, 只 要 指明 ; ¥Yw EE A 门 B, 存在 一 个 形 如 式 
(1.7.8) 的 集 C, 使得 wE CCAN 门 B. 取 定 wE€A 站 mB. 令 


7 minle~|l u(r) wr} |,d—| vx) — wl) 和 和 
C= UC ris Xa Xo DD) 
只 要 证 CCAN 门 B. 任 取 xz€EC, 有 
| 区 — wr) [| zr) wr) 14+| If) 一 u(r) | 
ntiwr) ar) [Ee (RiCn), 
这 得 出 x € A; 同 理 有 x€B, 故 zx€ 有 AN 站 B.CCATNB 得 证 . 

这 样 , (FF,r) 是 一 拓扑 空间 , zc 是 其 中 的 开 集 族 ， 

(iv) 验证 拓扑 空间 《FE,r) 中 的 序列 收 伍 就 是 点 态 收 鲜 没 坟 ,wu EE Fln=1, 
2,…). 车 依 条 件 式 (1.7.7) 有 .一 , 则 VrER,Ye>0, 因 UA U(u,r,e) 
是 一 个 会 zx 的 开 集 , 故 3N > 0, Yn 之 N, 有 uw, € U, 这 正 意味 着 

| af 一 az <e (YnN). 
可 见 askz)y 一 ar 一 oozrER). 反之, 设 uz) 点 态 收 敏 于 w(xz}). 任 给 含 
a 的 天 集 VV, 必 有 形 如 式 (1.7.8) 的 集 吕 = Uwszi,…,zse), 使 UCV. 取 N 
> 0, 使 得 n 宇 NN 时 
[utr)— ur) le (iCn), 
则 ww € UC V(Yn 法 N), 因此 依 条 件 式 (1.7.7) 有 一 u. 
村 题 


让 证 明 | d(x,A)- ad(y,A) 二 | 一 | 


习 ”是 - 全 


2. 证 明 命 题 1.1.5. 

3. 验 证 由 式 人 ,1.1 昌 所 定妆 的 范 数 满足 范 数 公理 ， 

4. 设 Xi， ,X; 是 两 个 Banach 空间 ,证 明 Xi x Xi 依 积 范 数 是 Banach 空间 . 

5. 设 X,Y 晨 赋 范 宝 间 , 工 : 一 了 是 一 个 线性 同 构 ,证 明 了 为 拓扑 局 构 的 充 要 条 件 是 :对 
任 给 jz 证 有 开工 了 rr， 

5. 证 副 任 何 允 项 式 xzr) = 了 > Qi 满足 不 等 式 sup latz) | CC, > | a 1; 其 中 常数 
C, 与 & 无 关 ， 

7. 设 在 10.11 上坟 二 zfa 一 coj.x 基 次 数 不 超 过 5 的 多 项 式 .证 明 2 是 次 数 不 超过 5 的 
多 项 式 . 

8. 设 | ,xz 上 是 赋 范 空间 X 中 的 线性 无 关子 集 .证 明 对 任何 4 = (41,…,A,)" 毛 KK" 有 
avi 2 上 BD 1 1 正常 数 =,8 与 4 无 闫 . 

9. 对 任 给 这 = (信和 zl = 过 六 < 0), 说 明 
(K" , |， | ,) 是 -- 个 Banach 空间 .其 中 的 范 数 收 语 是 什么 ? 

10. 设 CB) = 1u€ CR): lim ak) = 01i, 验证 CofR) 依 sup 范 数 是 Banack 空间 . 

11.[0,1] 上 的 多 项 式 之 全 体 依 sup 范 数 是 否 为 赋 范 空间 ?是 否 为 Banach 空间 ? 


—-— 


12. 设 az 所 Cn 12 过 记过 co,a 二 z, 证明 tn 

13. 设 ufx) = Dr ar ， 理论 结果 断定 utx) 在 [0,1] 上 无 零点 ,但 系数 a, 由 实验 测定 ,可 
能 丰 微 小 误差 .能 否 断 定 xf(z) 在 [0,1] 上 无 零点 ? 为 什么 ? 

14. 设 4 是 赋 范 空间 X 的 真子 空间 ( 即 A 关 X}, 证 明 A*= 2. 

45. 设 由 实验 确定 ,变量 & 与 7 的 相关 关系 是 -2 次 有 曲线 4 = xfz)t9 扫 < 势 1). 如 果实 验 
条 件 有 微小 变动 ,能 否 保证 结果 依然 为 2 次 曲线 ? 为 什么 ? 

16. 设 4 是 赋 范 空间 下 的 子 集 ,证 明 | : dt.r,A) < ri 是 开 集 , 画 出 该 集 的 示意 图 . 

17. 证 明 ; 在 R* 中 ,有 界 全 全 有 界 . 

18. 设 A,B 为 紧 集 , 诈 明 存在 a € A,65€ BB 使 上 a-b| = ad(A,B). 

19. 设 A 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 4 门 B = 人 2, 证 明 存在 ; > 0, 使 得 

ridtrA<rN {ridr Birl-g. 


说 明 其 直观 意义 . 
20. 设 dimX = oo,A 是 X 的 有 限 维 于 空间 ,证 明 存 在 x EX, 使 得 上 x| =1,d(zx,A) = 


21 设 1 = [0,1],$ 是 CCJ) 的 单位 球 曾 .证 明 Ku) = | utz) 1 dz 在 C(J) 上 连续 . 
ja) 在 S 上 是 否 取得 最 大 最 小 值 ? 

22. 设 A 是 C(J) 的 有 界 子 集 ,4 = 了 0,1],a(z) = [ulz)dt, 证 明科 :wuE& A| 在 C(J) 
中 相对 紧 . 

23. 设 赋 范 室 闻 X 中 存在 线性 无 关 无 限 集 fx, : nw E Ni，, 且 X = span|x, i, 证 明太 必 不 完 
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24. 证 骨 Cl) 中 的 非 负 画 数 之 集 基 第 二 岗 集 . 

25. 证 明 LTJICIs 详 扫 coy 中 的 非 负 画 数 之 集 是 朴 集 . 

26, 证明 ;在 Hilbert 空间 中 ，| .5 | 收 玄 富 lmt x ,Xa 存在 且 有 限 . 

27. 证 明 : 在 内 积 空间 中 ，zi ,za 工 线性 无 关 合 其 Gram 拒 阵 可 道 . 

28. 说 明 C[0,1j] 中 的 sup 范 数 不 能 由 内 积 定义 . 

29. 证明 ;在 内 积 空 间 中 ,x | y 嘻 YaEK, 有 xtayll 一 | x- ay 上 ,解释 共 走 观 意 
六. 若 区 = RR, 辣 沦 可 作 何 修改 ? 

0. 证 明 ; x | y 合 Ya 名 有 | x1 oy | 诗 | z 中 ,说明 其 直观 意义 . 

31. 用 Schimidt 正 变化 方法 求 Legendre 多 项 式 L, ,nm = 人 0,1,2. 

32. 用 Schimidt 正 变 化 方法 求 Hermite 多 项 式 HH, ,n = 0,1,2. 

33. 在 [一 1,1] 上 求 x(x) 一 11(1 + zx) 的 最 侍 均 方 盟 近 2 次 多 项 式 ， 

34. 在 [0,x] 上 求 n(x) = sinz 的 最 佳 均 方 吾 近 2 以 针 项 式 . 

35. 福 [0,1] 上 求 ua(.r) = e 的 最 件 均 方 下 近 , 使 其 在 区 间 01,1/3),(1/3,213) 与 {213,1) 上 
分 别 为 常数 ， 
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Hanach 容 间 上 的 线性 算 子 理论 ,构成 泛 函 分 析 的 核心 内 容 ,也 是 泛 孙 分析 应 
用 于 各 个 领域 的 主要 工 其 .从 娘 辑 上 说 ,线性 算 子 理论 无 疑 是 有 限 维 向 量 空间 中 线 
性 变换 理 沦 的 自然 扩展 ,因而 不 可 避免 地 沿用 线性 代数 中 的 某 些 思 路 与 术语 ,以 至 
在 某 种 意义 上 可 将 线性 算 了 理论 看 作 无 限 维 空间 上 的 线性 代数 学 . 在 本 章 及 下 章 
中 ,我 们 将 充分 利用 这 一 比拟 所 能 带 来 的 启示 .不 过 ,应 强调 指出 ,无 限 维 室 间 所 固 
有 的 复杂 代 ,使 我 们 将 面 对 一 个 艰深 得 多 的 理论 . 

本 章 中 用 到 X,Y,Z 时 总 假定 为 赋 范 空间 ,在 同一 场合 用 到 同一 数 域 玫 ,大 部 
分 结果 间 时 适用 于 K=R 与 C 两 种 情况 .一 部 分 结果 依赖 于 空间 的 完备 性 ,只 要 璋 
到 这 种 情况 ,总 会 明确 指出 并 加 以 强调 ， 


$2.1 有 界线 性 算 子 
$2.1.1 线性 算 子 


首先 概述 纯 代 数 意义 上 的 线 任 算 子 概念 ,这 对 于 阅读 木 章 是 不 可 缺少 的 预备 
知识 .有 关内 容 见 于 标准 的 线性 代数 教科 书 ,此 处 只 是 最 大 限度 地 加 以 概括 而 已 . 
本 段 中 只 需 假 定 X,Y,Z 等 是 (K 上 的 ) 疝 量 空间 就 够 了 . 

兰 一 个 映射 工 : X 一 了 满足 


Tlax+p) = aTr+Bly (a,BE Kr,y EX)， (2.1.1) 

则 称 工 为 从 三 到 Y 的 线性 算 子 了 ,恒等式 (2.,1.1) 意 味 着 全 保持 线性 运算 , 它 可 推 
广 为 更 一 般 的 

TU az )= DaiTz,, (2.1.1)" 


其 中 > az, 是 X 中 元 的 任 一 有 限 线性 组 合 . 正 是 恒等式 (2.1.1)( 或 (2.1.1) ) 决 
定 了 线性 算 子 具有 一 系列 良好 的 代数 性 质 , 今 将 其 最 基本 的 性 质 汇总 如 下 . 

命题 2.1.1 设 了 :X 一 了 是 一 线性 算 子 , 则 以 下 结论 成 立 ， 

(i) 任 给 子 空间 A CX 与 子 空间 B 己 Y, TA 与 TB 分 别 为 Y 与 的 子 空 
间 . 特 别 , T(0) = 0; R(T) = TX 是 Y 的 子 空间 ( 什 域 }， N(T) 和 AT1(0) 是 芭 


中 亦 称 为 线性 映射 、 线 性 变换 、 线 性 函数 等 ; 当 Y = K 时 称 为 线性 泛 西 . 
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的 子 空间 ( 称 为 工 的 核 战 零 空 间 ). 

(ii 若 向 量 组 1x;| 入 XX 线性 相关 , 则 1Tr 上 上 亦 线 人 性 相关 ; 若 A 是 乱 的 子 空间 
有 有 dima < cs , 则 dm7A & dimA. 

(ii) 工 是 单 射 全 NIT) = 410| 

让 明 是 很 简单 的 ( 详 见 线 性 代数 方面 的 一 些 书 藉 ). 

苦 Tr 三 0 € Yl(zx EE 多), 则 称 丁 为 零 算 子 ,就 记 作 0; 若 Tx 二 ax(x EX)， 
2 KK 为 常数 , 则 称 十 为 纯 最 算 子 ( 或 相似 变换 , 若 a 关 0), 记 作 1, 当 a 一 0 与 
工时 of 分 别 为 零 算 子 0 与 单位 算 子 I. 

对 线性 算 子 可 定义 两 种 自然 的 运算 ;线性 运算 与 蒋 法 . 若 全,S : 外 Y 是 线 
性 算 子 , a ,PE K, 则 aT+ B85 : 义 一 是 一 个 线性 算 子 , 它 定义 为 


(aT + HS)r = aTrt+phor (rE X). ‘2.1.2) 
苛 只 :YY 一 了 是 另 一 个 线性 算 子 , 则 中 
CRT)r = ROOTr) (x € X) (2.1.3) 


定义 出 一 个 线性 算 子 RT : XX-> ZzZ, 称 它 为 RR 与 工 的 乘积 ,实际 上 ,线性 算 子 的 乘 
积 就 是 它们 的 复合 . 容易 验证 ,如 上 定义 的 运算 有 以 下 性 质 : 


及 (了 SS) 一 及 了 + RS, 

| (分 配 律 ) 
(R+ RIT= RT RT.; 

QRT) = (QR)T,; (结合 律 ) 


RT) = {oR)T = R(aT), (a € K) 


只 要 以 上 等 式 的 一 端 有 意义 . 若 线性 算 子 了 : 区-> YY 为 双 射 , 则 称 它 为 线性 同 构 ， 
此 时 其 道 哑 射 了! : Y 一 X 亦 为 线性 算 子 . 了 是 线性 同 构 的 充 要 条 件 是 ,存在 线 
性 算 子 S : 了 一 XX, 使 得 


ST= I, 15=1,. (2.1.4) 


$2.1.2 有 界线 性 算 子 


对 于 线性 算 子 工 : X 一 了 ,经常 需要 估计 | Tx - 人 Ty 上, 证 日 希望 能 估计 得 
尽 可 能 准确 . 因 Tx ~ Ty = 了 (zx ~ y), 实际 上 只 需 考 虑 估计 | Tz 上 (ze X) 这 
种 估计 通过 考虑 比值 | Tx 有 jx (x 关 0) 来 解决 . 例如 , 若 能 断定 
0 了 x EX), 则 从 上 xz 过 1 可 得 出 估计 ITz 有 之 六 以 
上 上奏 碟 导向 如 下 定义 ， 

定义 2.1.2 设 了 :一 了 是 一 个 线性 算 子 . 令 


352.1 有 界线 性 算 子 的， 


中 到 | = supl Tz 1 站- (2.1.5) 


若 工作 之 co, 册 称 工 为 从 和 到 站 的 有 界线 性 牌子 , 且 称 1 工 | 上 为 工 的 算 子 范 
数 ,简称 为 范 数 . 若 | TT = co, 则 称 个 为 无 界 算 子 . 

约定 以 L(X,Y) 证 从 和 到 站 的 有 和 异 线 性 算 子 之 全 性 ， 工 (XXX) 就 简写 作 
LCX). | 

直接 从 定义 易 推出 ,线性 算 子 T : 义 一 YY 的 有 和 异性 可 等 价 地 刻画 为 

(DD) Jk>>0,YrEX, 有 | Tr 志 站 xj ;或 

(让 工 映 拓 中 的 有 界 集 为 Y 中 的 有 界 集 .“ 有 界 算 子 ”- 一 词 , 即 由 此 而 来 . 

车 了 荆 E L(X,Y), 则 直接 由 式 (2.,1.5) 得 出 ,对 全 给 x EX 有 

13ri 和 Txl. (2.1.6) 

这 就 是 给 出 Tr ‖ 估计 的 一 般 不 等 式 , 其 应 用 极为 广泛 ,可 以 说 是 汉 函 分 析 中 用 
得 最 频繁 的 不 等 式 之 一 . 


对 于 了 EL(X,Y), 算 子 范 数 上 了 | 上 是 一 个 最 重要 的 数量 指标 . 它 的 直观 意 
义 是 什么 昵 ? 为 看 得 更 清楚 些 ,我 们 给 出 式 (2.1.5) 的 几 个 等 价 形式 ， 


| 工 | = ,sy Tel (2.1.7) 
= swe Tr (2.1.8) 
=inflg 0: | Tr Slzxl (Yr € XX)|. (2.1.9) 
为 验证 式 (2.1.7) 一 趟 (2.1.9), 首 和 完 由 式 (2.1.5), 式 (2.1.6) 易 推出 
TT = sl Tl < sg, | Trl < TI, 


这 得 出 等 式 (2.1.7) 与 (2.1.8). 若 以 p 记 等 式 (2.1.9) 之 右 端 , 则 由 式 (2.1.6) 推 出 
Pp 所 本. 另 一 方面 , 若 站 Tri 过 帮 了 YE) 则 

| 工作 = se ,| Tx ll Sk, 
这 推出 帮工 | 坊 p. 因此 HT = p, 即 武 (2.1.9) 成 立 . 因 取 天 = 站 工 | 使 起 (2. 
1.9) 中 的 下 确 界 达到 , 故 式 (2.1.9) 中 的 in{f 可 改 为 min， 

现 伯 利用 算 子 范 数 公式 (2.1.5) 与 式 (2.1.7)~ 式 (2.1.9) 从 不 同 角 度 闸 明 
i 中 的 直观 意义 . 因 Tr 上川 中 是 个 x 与 x 两 者 的 "长 度 " 之 比 , 故 式 (2.1. 
5) 表 上 明 | 荆 全 是 变换 了 的 “最 大 伸张 系数 "了. 其 次 , X 中 的 闭 单位 球 互 (0) 的 象 
7B1(0) 包含 于 YY 中 某 个 以 0 为 心 的 最 小 闭 球 ,而 式 (2. 1.8) 表 明 此 闭 球 的 半径 下 


中 这 只 是 一 种 启发 性 的 说 法 ,“ 最 大 ”一 词 并 不 意味 着 式 (2. 1.5) 中 的 上 确 界 一 定 达到 . 
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是 上 下 | ; 式 (2.1.7) 则 表明 TS1(0) 已 * 触 钊 ?球面 S144(0), 此 处 以 S.(0) 记 球 
面 jz: zl = ri. 最 后 ,注意 不 等 式 | Tz 过 有 zlOYzEX) 给 出 对 
| Tr 上 的 估计 ;其 中 盖 小 ,所 得 的 居 计 就 愈 精 确 . 于 是 式 (2.1.9) 表 明 , 不 等 式 
(2.1.6) 纵 则 对 Tx | 的 某 种 最 佳人 和 估 计 . 对 于 有 界线 性 算 子 的 应 用 ,关于 工 
的 最 后 这 个 解释 或 许 是 最 有 意义 的 . 
纯 量 算 子 oj 显然 有 范 数 | a 1; 特别 1 = 1. 下 面 考虑 一 个 不 那么 平 几 的 
解释 性 例子 .下 节 中 将 系统 地 考察 更 多 的 具体 线性 算 子 . 
例 2.1.3 设 J= [a,bl(a < 6),gp € C(tT). 定义 
Tutz) = ez)afz)d {rEJ,u € CO)), 
工 显 然 是 从 CCJ) 到 自身 的 线性 算 子 . 今 求 出 e 工 ,下面 所 用 的 方法 有 一 定 普 议 
性 ,值得 你 仔细 体会 . 依 前 面 对 算 子 范 数 的 解释 ,我 们 要 求 得 对 Tw | 0 的 一 个 
“最 佳 估计 ”. 首先 作 一 初步 估计 ， 
上 Ta || 一 sop | plr)u(xr) I< sup | p(x) | sp | u(r) | 


= 中 al (Yu€ CU)), 


由 此 得 出 上 了 中 所 上。( 依 式 (2.1.9)). 为 验证 上 述 估 计 实 际 上 是 “最 佳 的 ”， 
选择 特殊 的 u € C(J) 进行 检验 ,通常 取 满 足 | zx | 。= 1 的 ,具体 选 定 依 束 于 
直接 观察 (这 往往 是 困难 之 所 在 ) .此 处 倒 很 简单 : 取 w(x) 二 1, 则 | 4 |。= 1, 于 
是 


iodo = Talo se T=， 


因而 让 工 站 = | gi. 


命题 2.1.4 没 丰 ;XX -了 了 是 一 个 线性 算 子 , 则 丁 有 和 界 属 工 连续 . 
证 阁 荆 有 和 界 , 则 当 久 中 ,一 x(n 一 co) 时 ， 


| Te Tr Th -x 0 (1 %), 


可 见 耳 连 续 . 反 之 ,车 全 无界 , 则 必 存 在 [zi 广义, 使 得 | zx, =1,1 Te, > 
n(n = 1,2,…'). 这 推出 


Faz 一 0 而 1E< Tar) #0, 
因而 工 在 rz = 0 处 不 连续 . 口 


中 在 端 表示 函数 Tu , 即 算 子 工作 用 于 ww 而 得 之 函数 . 因此 ,Turz) 的 更 准确 的 写法 应 是 
(Tu)(z) .不 过 ,只 要 不 致 误解 ,就 常用 较 简 单 的 写法 Tw(x)， 此 处 及 今后 均 如 此 . 


§2.1 有 界线 性 算 子 - 71， 


注意 ,在 命题 2.1.4 之 证 中 实际 上 证 明了 : 了 有 界 尝 工 在 xz = 0 处 连续 . 

苦 工 : 多 -> 了 是 线性 同 构 , 则 81.1 中 条 侍 (1.1.12) 式 等 价 于 了 与 开 ! 缘 有 
界 ,这 结合 命题 2.1.4 推出 ; 工 是 折 扑 同 构 全 了 与 三 此 连续 ( 即 了 为 同 胚 ,参看 
定义 1.7.7). 

命题 2.1.4 的 意义 在于 , 它 说 明 有 界线 性 算 子 不 仅 与 线性 运算 可 交换 (这 表 为 
式 t2,1.1) ), 侧 且 亦 与 极限 运算 可 交换 ,因此 ,车 TE 上 L(X,Y),|x,l 己 义 , 则 

T(x,)= Mrz,, 

只 要 其 中 级 数 》) zw 收敛, 今后 将 不 如 解释 地 运用 类 似 的 等 式 . 

利用 定理 1.1.7 不 难 证 明 , 有 限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 必定 连续 ,因而 是 有 
界 的 . 止 是 有 限 维 空间 上 线性 算 子 的 良好 性 质 给 我 们 造成 了 一 种 印象 ,似乎 线性 算 
子 理所当然 地 连续 .实际 上 ,在 无 限 维 空间 中 并 非 如 此 ,不 少 常用 且 看 来 很 “简单 " 
的 线性 算 子 是 不 连续 的 ,因而 很 难 将 不 连续 线性 算 子 视 为 病态 .其 至 可 以 说 ,在 无 
限 维 空间 中 ,无 界线 性 算 子 的 出 现 几 乎 有 某 种 普遍 忻 , 举 出 个 别 例 子 更 是 易 如 反 
掌 . 下 面 就 是 一 个 简单 例子 . 

例 2.1.5 设 了 - [0,r], 在 CC 与 CO) 中 者 采用 sup 范 数 . 显然 


T= :Ci(1) > C0), 下 (2.1.10) 


是 一 个 线性 算 了 . 令 tr) = sinnz, 则 上 wo 二 1 而 是 wo。 = 2, 可见 卫星 
无 界 算 子 . 

从 实际 应 用 的 需要 来 看 ,无 界线 性 算 于 如 同 有 界线 性 算 子 -一 样 基 有 重要 价值 ， 
因而 不 可 当 作 例外 排除 (你 能 排除 如 式 (2.1.10) 这 样 的 微分 算 子 吗 ). 不 过 ,有 界线 
性 算 子 理论 相对 来 说 要 简单 些 , 因 而 自然 成 为 优先 考虑 的 对 象 . 在 带 有 入 门 性 质 的 
本 书 中 ,我 们 将 主要 考虑 有 界线 性 算 子 . 


$2.1.3 有 界线 性 算 子 的 送 算 与 扩张 


我 们 要 证 明 ,“ 算 子 范 数 "事实 上 是 一 个 落 数 . 

命题 2.1.6 工 (X,Y) 依 算 子 范 数 是 -个 峰 范 空间 ; 当空 间 Y 完备 时 ， 
工 (天 ,了 ) 为 Banach 空间 . 

证 要 证 的 有 以 下 三 点 ; 

() 上 (X,Y) 依 由 式 (2.1.2) 定 义 的 线性 运算 是 上 的 向 量 空间 . 这 是 显然 
的 . 

(ii) 算 子 范 数 满足 范 数 公理 (N, ~(N;)( 依 定义 (1.1.1). CN) 与 CN ) 是 明显 
的 , 今 验证 (Ia). 任 给 T,SEE(XK,Y) ,zcEX, 有 
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HT+ Srle llTr| + lsrl 
太 | Trlr SI lel 《用 式 (2.1.6)) 
= (下 + Slrl, 


这 推出 | 工 + 人 | 和 1TI1+1SsSI 依 式 (2.1.9)). 
《ii) 设 Y 完备 ,证 LCX,Y) 完备 . 设 1 了 志趣 (X,Y) 是 Caonchy 列 , 即 


lim | 了 -7,| =0. (2.1.11) 
Yr 外 ,用 式 {2.1.6) 与 式 (2.1.11) 推 出 
Tr Tz -Trl 0 (n,n %), 
可 见 {Tx 是 YY 中 的 Cauchy 列 . 因 站 完备 , 故 1T,c| 收 钱 , 令 
Tr=lmTx (r € X). 
这 就 得 到 一 个 算 子 了 : XX 一 了 , 它 显然 是 线性 的 .由 
i Tx ~ Tr| = lim | Tz -了 
limlT, -Tl |zri 
1 五 -Taliml T,- T, |, 
从 而 
ml T, -TI 大 imimfT - T, i = 0. {用 (11)) 
这 表明 TT- TO(x 一 ,T= T+(T-T)€ L(X,Y).L(X,Y) 的 
完备 性 得 证 . 口 
在 定义 一 个 有 界线 性 算 子 时 ,常用 到 以 下 定理 . 
定理 2.1.7{( 扩 张 定理 ) 设 品 是 X 的 稠 帘子 空 间 , 个 € 工 (DY).Y 完备 ， 


则 了 可 保持 范 数 惟一 地 扩张 到 X 上 . 
证 任 给 xz € XX, 取 序 列 {x1 C 了 ,使 得 > (> co) 由 


{Tr Tr x, 一 z=0 (n,n o0) 
知 1Tz,1 是 YY 中 的 Cavchy 列 .由 Y 完备 得 出 1Tx,] 下 伍 ,于 是 可 定义 
Tiz = lim Tx,. (2.1.12) 


知 另 有 |y,| 己 口 满足 y, 一 xz{n -> eo), 则 合并 [zx,| 与 上 y | 为 序列 


$2.1 有 界线 性 算 了 1 


[zt = [x ys zs ya 
之 后 仍 有 z, 一 工 , 从 而 i Tw, 收 伍 ,这 就 推出 
lm = limTz, = linly,, 
可 更 式 (2.1.12) 与 |z, i 的 选择 无 关 , 因 而 它 确定 地 定义 出 一 个 算 子 Tl : XX YY， 


TT 显然 是 线性 的 .车 ED, 则 在 式 (2.1.12) 中 取 工 ,三 z+ 得 Tjx = Tx, 可见 TI 
是 工 的 扩张 .由 式 (2.1.12) 扒 出 


| Tx = lim il Tz, | 委 hm | 下 下 = Tz, 
可 见 了 中 鹤 站 工 上 其 次 由 式 (2.1.8) 显 然 有 下 工 | 过 Ti 故 下 了 = 
| 中. 式 (2.1.12}) 表 明 T) 由 工 惟一 决定 , 故 定理 得 证 . 口 


定理 2.1.7 表明 ,为 了 定义 一 个 TE L( 久 ,YY), 只 需 在 的 某 个 秽 密 子 空间 
[定义 工 , 并 验证 其 有 界 就 行 了 .这 就 简化 了 有 界线 性 算 子 的 构成 .实际 上 ,还 十 
以 更 进一步 :只 要 在 X 的 某 个 基本 集 4A 上 定义 丁 , 并 验证 


| DB Ta |< D8 (2.1.13) 


就 行 了 , 共 中 > Bia, 是 A 中 郊 的 任 一 有 限 线性 组 合 , 是 与 > Ba, 无 关 的 正常 


二 一 DBa; 一 Bia:, 
则 由 式 (2.,1.13) 有 


| 2 BTa, 一 paTw. | 二 | 2 (8 — Bi) Ta, | 


<E| DB pa)=0; 
因此 利用 
T{ DBa)= DpT, 

将 全: A 一 了 惟一 地 扩张 为 算 子 T: spanA -> 了， 直接 看 出 这 样 定义 的 工 是 线性 
的 ;不 等 式 (2.1.13) 表 明 | 工 || 和 二. 于 是 应 用 定 霸 2.1.7 可 将 下 扩张 为 区 上 的 
让 界线 性 算 子 . 

如 上 的 扩张 程序 在 泛 函 分 析 及 此 应 用 中 被 广泛 采用 . 试看 一 个 简单 而 不 也 崩 
发 性 的 例子 . 件 给 = (a,8)C[a,p], 定义 


fxs) = B—a. 
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若 8 = (a,,8) 己 [a,5] 是 有 限 个 区 间 , {14} 己 KK, 则 
[B27 = [5.8. -a)|< (6-0 > 1.. 


这 样 ,了 就 可 扩张 为 BC (J = [a,51) 的 某 个 子 空间 外 土 的 有 界线 性 泛 函 ,六 以 
阶梯 函数 为 其 稠密 子 空间 .显然 X 包含 了 7 土 的 所 有 连续 函数 .你 一 定 已 经 看 出 ， 
fla)(u 万 对 )} 就 是 在 [a,5] 上 的 积分 : 


flu) = fatar. 


这 就 得 鲈 定义 积分 的 一 种 新 方法 , 它 并 不 直接 用 到 任何 “分 割 , 求 和 , 取 极 限 " 的 通 
常 程序 . 

若 线 性 算 子 丁 : X ~ 了 是 单 射 ( 即 N(T) = 0|, 参考 合同 2.1.1), 则 TY : 
R(T) 一 XX 是 一 个 确定 的 线性 算 子 , 当 它 有 界 时 称 为 了 的 有 界 逆 ,并 说 工 有 有 界 
逆 . 当 需 要 判定 一 线性 算 子 有 有 界 道 时 ,经 常用 得 着 以 下 简单 结果 . 

命题 2,1.8 线性 算 子 全 : 多 一 了 有 有 界 逆 的 充 杰 条 件 是 存在 & > 0, 使 得 


Tri| 守 krl (re xXx). (2.1.14) 
证 若 了 TE L({R(T),X), 则 Nx 多 ,有 
Hcl = TT TT Tx. 


此 | 了 > 六 OCX = {0| 这 种 情况 木 予 考 虚 ), 于 是 取 = TT|- 使 (2.1.14) 

满足 .反之 ,车 有 > 0 使 式 (2.1.14) 满 足 , 则 显然 Tr = 0 二 x = 0, 因而 NCT) 

= 01, 丁 : 民 ( 丁 ) 一 六 有 定义 , Y x E 针 , 由 式 (2.1.14) 推 出 
TT = zl Teh, 

这 表明 TY € LL(R(T),XX). 


当 条 件 式 (2.1.14) 满 足 时 ,有 些 作者 称 了 为 下 有 界 算 子 . 注意 这 一 概念 与 工 
本 身 是 否 有 界 无 关 . 


$2.2 常用 有 界线 性 算 子 


本 节 系 统 地 考虑 若 于 常用 的 有 界线 性 算 于 ,它们 一 方面 是 解释 概念 的 适当 例 
子 , 同 时 也 是 应 用 泛 沙 分 析 方 法 时 经 常 使 用 的 工具 . 


$2,2.1 上 矩阵 
由 线性 代数 熟知 ,矩阵 是 研究 有 限 维 空 间 中 线性 算 子 的 有 效 工具 . 设 第 ,下 是 
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有 限 维 荆 范 空间 , dimX = ndimY = ry,TE LL 上 (X,Y). 分 别 取 义 的 基 {ei 与 
Y 的 基 1,|. 设 


则 本 完全 由 矩阵 A = [ay ] EK”™" 所 确定 . 背 丁 ,SE LCX,Y) 分别 对 应 息 阵 A， 
BE ER”™",a,P EK, I 算 子 aT + 购 恰 对 应 竹 阵 aa + 由 . 这 样 , 线 性 算 子 空间 
L(X,Y) 线性 同 构 于 矩阵 空间 K&””, 因而 对 上 (4X,Y) 的 研究 可 代 之 以 对 KK" 
的 研究 . 这 正 是 线性 代数 中 熟知 的 观点 . 

任 给 A = [ay ] E K”™", 依 矩 阵 乘 法 自然 地 定义 一 个 线性 算 子 : 


KE" 一 天"， 工 一 Ar， (2.2.1) 
其 中 x 当 作 w x 1 阶 甜 阵 .不 妨 用 同一 字母 A 表示 算 子 (2.2.1) 式 , 它 也 可 以 表 成 : 


y= Ar, T= TIER, y= (yy)ERK", 
| 六 1 9 (2.2.1) 
J Bor 1 = Ir 
苦 在 下" 中 使 用 范 数 
(Diw 1), 1<p<o. 
zll, = i (2.2.2) 
max | x, |， Pp %, 


则 EK" 可 看 作 六 的 子 空间 ,只 区 将 x = (x,) € K” 等 同 于 1 中 的 元 

(Cris a 00, )T. 
通常 称 范 数 式 (2.2.2) 为 p 范 数 , 采 用 p 范 数 的 K" 也 记 作 如 . 相应 地 , 算 子 A :天 
一 各 《定义 如 (1 的 范 数 记 作 有 A,, 即 ( 依 式 (2.1.8)) 


|Al, = Sp, | 4z 1 ,. (2.2.3) 
上 4A |。 亦 称 为 A 的 p 范 数 .以 下 结果 在 短 阵 理论 中 是 熟知 的 . 
命题 2.2.1 设 A = [a] € KK”, 则 
四 41，= mgx 2 la, |; (2.2.4) 
A = mp2 1 0, 1= lA: (2.2.5) 


上 4， = maxw% ， 1 是 4 4 的 特征 值 之 全 体 . (2.2.6) 
对 于 无 限 维 空间 上 线性 算 子 的 研究 , 捧 阵 不 再 是 一 个 普遍 有 效 的 工具 . 不 过 ， 
我 们 仍 可 类 比 于 有 限 维 空间 的 情况 ,将 某 些 无 穷 矩 阵 用 于 空间 六, 得 到 类 似 于 命 
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题 2.2.1 的 结果 . 
| 入 一 La, ](z 7 一 1,2,…) 记 一 个 无 穷 矩 阵 ,其 中 Ey € K. 仿照 (1 ,形式 
地 定义 -个 算 子 二 一 Ar 


和 = (zx), y= (yy,), 
ly 三 Dayx,, 一 ,> 
仍 将 式 (2.2.7) 所 定义 的 算 子 记 作 A, 它 在 其 有 定义 的 集合 上 显然 是 线性 的 .不 
过 ,与 有 限 维 情况 式 (2.2.1) 不 同 的 是 , 当 使 式 (2.2.7) 中 的 级 数 > ovz 收 伍 , 且 


y 属于 适当 的 空间 ,对 于 4 与 x 都 需 作 定 限制 .有 元 的 是 ,命题 2.2.1 的 结论 仍 
可 (部 分 地 ) 用 于 无 穷 宠 阵 . 

命题 2.2.2 设 算 子 A 定义 如 式 (2.2.7)，| 4 | , 依 式 (2.2.3)( 但 假定 其 申 
rE ). 


全 着 8 人 sup2i lel< wm, 则 AEL(H) 且 上 AI, fh. 


(2.2.7) 


( 座 阁 Basup2y lasl<%, 则 AEL(™)H AI. = 8 


() 车 pA (Dal) <o, 则 AELOUYE AN SAD. 
证 G) 依 处 理 例 2. 1, 3 的 经 验 ,我 们 必须 证 两 个 不 等 式 ; A 上 ) 之 8 与 
和 A, 尘 B8. 首先 , ¥Yx = (zw)ED, 有 


larli= DYan |S INDI! 
= 1zx 1 > 1a,| (交换 求 和 顺序 )@@ 


所 B82>) 1z 1= Bx|,， ( 依 式 (1.2.8)) 
这 得 出 AELCDEI1AIL A®. 


外 亦 可 能 建立 一 个 类 拟 十 忒 {2,2. 6) 的 等 式 , 但 此 处 还 缺少 必要 的 知识 来 做 到 这 一 点 .对 于 
命题 2.2.3(ii) 亦 是 如 此 . 


人 由 Fubini 定理 推出 , 当 as 关 0 时 全 有 > Jo = 》 ya， 
全 更 网 臻 的 论 让 应 沪 首 先 说 明 , 当 r E 1 时 Ar 有 定义 , 即 > avn 收 伍 . 不 过 ,推导 


A 筷 8|x 有 的 过 程 已 显示 出 2 1 az 1< o. 因此 ,我 们 省 略 这 - 步 .今后 在 类 亿 情 
呢 下 也 采用 从 简 的 表述 方式 . 


$2.2 常用 有 界线 性 算 子 ， 27 ， 


为 证 上 A | 之 8, 只 需 对 任 给 a < 8 证 | 4 1 ，> a (注意 这 是 一 种 常用 证 
法 ). 取 定 一 个 a < p. 由 有 8 的 定义 ,有 下 标 jo, 使 a < >)as- 设 1e1 是 的 标准 
基 ( 参 考 例 1.3.8 人 站 ), 则 1 e | = 1, Ae; 是 答 阵 4 的 第 j 列 . 于 是 


a< Da t= 14e li< ladile l= AN, 
如 所 要 证 . 
(ii) 大 体 上 依照 证 (这 的 思路 : Yz = (zx,) E 1*, 有 
| az | =sup| Sas 二 ap 已 lasllz,! 


syp2 lasl zl = B12x|,, 


这 表明 AE L(G") 且 Al 志 8. 其次， Meh 取 吉 使 a < 2 40 i . 


邻 工 = sgna,, ,z= (x) 则 z= 


“< 之 | ay 1 = >a 
| Acs A |rl, = AHN.. 


这 推出 A 室 8, 因 此 41, = 有 8. 
(ii) 任 给 xz = (xz,)€E ,有 


| Ar l=5| Dev, 


S22 a 1 (用 8$1.2011)) 


=(8| zxH,), 
这 推出 Ar; 所 8|z1;. 因此 AE LO)H Al, < pg. 口 
最 简单 的 无 窃 滤 阵 莫 过 于 对 角形 


D = diaglai, a ,ar ). 


= (a.). 则 当 a € 1 时 由 命题 2.2.2(3)(i) 有 DI, = | DN. = 
Nale, 当 & € 时 由 命题 2.2.2(iii) 有 TD 寺中 a|;. 实际 上 ,和 氛 要 & EE 


中 严格 地 说 ,i 号 sgn zx 用 于 实数 为 方便 起 见 ,本 书 变通 用 之 , 作 以 下 约定 ; 若 0 关 yGf， 
则 令 sgn x 二 zx Z|; 令 sgn 0=1. 这 样 ,人 恒 有 |sgn xz|=1,x spn xz=|z|. 
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1”, 就 可 直接 推出 © 让， = 上 a。 (参看 本 章 习 题 3). 可见 ,命题 2.2.2{ii) 中 
对 及 | 的 估计 是 比较 粗 朴 的 . 

若 瑟 是 以 1e :iiE& NI 为 标准 正 交 基 的 Hilbert 空间 , TT 万 L(H), Te, = 
>eae， 则 工 完全 由 无 穷 年 阵 4 = [ay ] 确定 .因此 ,对 于 可 分 Hilbert 空间 上 有 界 
线性 算 子 的 研究 , 质 阵 仍 不 失 为 一 个 有 用 十 只. 

$2.2.2 积分 算 子 


从 由 级 数 定义 的 算 子 (2.2.7) 过 渡 到 积分 算 子 是 极其 自然 的 ,无穷 秆 阵 A = 
[a, ] 可 以 着 作 一 个 定义 在 NxN 上 的 2 元 隐 数 (i,7) -> a. 车 忆 J = [a,8](a 雪 
5) 代替 N, 以 了 x J 上 的 肖 数 K(x,y) 代替 A = [a ], 以 对 9 的 积分 代替 对 1 求 
和 , 则 得 到 对 应 于 式 (2.2.7) 的 如 下 积分 算 子 ， 


Tu(x) = [Klz,y)u(y)dy (rE). {2,2.,8) 


式 (2.2.8) 中 的 积分 自然 应 理解 为 Lebesgue 积分 ,函数 K(xz,y) 称 为 积分 算 子 工 
的 核 或 核 函 数 . 类 似 于 算 子 (2.2.7) 式 ,为 使 式 (2.2.8) 中 的 积分 存在 (实际 上 只 要 
求 对 几乎 所 有 x 所 了 积分 存在 ) ,号 函数 Tu 属于 某 个 预定 的 函数 空间 ,对 于 开 (. ， 
") 与 # 均 需 有 所 限制 .与 命题 2.2.2 对 应 的 结果 加 下 . 

命题 2.2.3 设 K(r,y) 是 三 x 上 的 可 测 数 , 算 子 荆 依 式 (2.2.8) 定 义 ， 
约定 ess sup | p(X) |= |g ( L” 范 数 又 称 为 本 性 上 确 界 ). 


Ci) 车 Baesssup| {K(xyy) ldr< ,TELOAINDNHE | TH=8. 
(0) 车 pa esssypp] [IKtr,yldy<m, 风 TEL(L“CO)H TI = a. 


(iii) 车 (| | K(x,y) dedy】 过 oo, 则 了 工 息 工人 (JJ) 且 | 工 | 
< 有 
如 同 在 命题 2.2.2 中 一 样 ,在 命题 2.2.3 中 ,对 应 于 情况 人 一 (ii) 的 上 工 | 
可 分 别 写 作 | 个 1 ,下 了 让。 与 站 人 | 

作为 例子 , 今 将 命题 2.2.3 用 到 简单 的 积分 算 子 ， 


Tu(x) = [cay. (x € J) (2.2.9) 


$2.2 常用 有 界线 性 算 子 :79 ， 


1, YET, 
Klx,y) = 


yy 之 Lr， 


就 可 将 式 (2,2,.9) 写 成 标准 形式 (2.2.8) 式 .于 是 依 命题 2.2.3 有: 


» 
1 = esssup| dz =b-a; 


171。 = esssgpp| dy = b —a; 


6 2 上 
iT < (| |b) -2 


如 果 说 命题 2.2.3 与 命题 2.2.2 完全 对 应 的 话 , 那 么 以 下 结果 则 是 积分 算 子 
所 独 有 的 . 

命题 2.2.4 设 K(z,y) 在 JxJ 了 上 连续 ,积分 算 子 工 定义 如 式 (2.2.8), 则 
TeEL(C(),H 


| 人 = sup| | K{zx,y) | dy. (2.2.10) 
证 任 给 ww EC 显然 了 € C(O), 令 
k(x) = | K{zxzy) ldy (x 人 ET), 


则 C0.) E C0), 式 (2.2.10) 相 当 于 | = 证 上,. 由 


Ea 
| Tu | , =sup | Kx, u(y)dy 


» 
<sup| | K(x,y) ll uty) | dy 


| lol all (vy¥uE€E C(t)) 


得 出 TE LCCCO)D, 有 TI | i,. 

为 证 TH 产 8l,, 取 xz。€ 7, 使 R= k(xo). 令 p(y) = 
sgnK (zo,y). 由 Lusin 定理 ([8], 定 理 2.4.4), 有 |u| CC()， 使 得 pa 
e., 且 可 设 1 w, | 委 1. 于 是 1 


alo =| Kro,y) p(y)dy 
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=lim| K(x ,yu (dy (用 控制 收 化 定理 ) 
= im， (zo) < lim | Tx, | 


<lim] TH a, lo TI, 


如 所 要 证 . 口 
对 于 以 上 所 述 的 积分 算 子 , 有 多 种 途径 进行 拓 广 , 首先, 区间 可 代 之 以 更 一 
般 的 集合 { 巨 穷 区 间 .多维 区 域 其 至 一 般 测 度 空间 ). 其 次 ,可 将 积分 算 子 看 作 不 同 
空间 之 间 的 算 子 .此 处 不 拟 详细 介绍 这 些 拓 广 . 
下 而 考虑 几 个 具有 特殊 形式 核 的 积分 算 子 ,它们 在 应 用 中 是 特别 常见 的 . 
奉 取 K(xz,y) = gtx 一 y) 为 核 ,就 得 到 如 下 积分 算 子 : 


Tulx) = |p(r— yu(y)dy (zr €R'). (2.2.11) 


通常 将 式 (2.2.11) 右 端的 积分 沁 作 gp x xz， 半 称 它 为 消 数 gq 与 a 的 卷 积 ,因而 由 
Tou = 9 * 4 定义 一 着 积 算 子 . 算 子 T, 显然 在 其 有 定义 的 集合 上 为 线性 算 子 ,其 
定义 域 与 性 质 则 决定 于 g 的 选择 . 以 下 是 基本 的 结论 . 

命题 2.2.5 设 1 扫 请 = gllg-1) 志 %， 

中 着 p E LRD), 则 TELCIEARD),AITISIol,. 

(DD 者 g EE (RD, 则 NT, ELCOIRD),GR)),E IT < | gl,, 
此 处 CR") = CR 站 B(R*), 其 中 采用 sup 范 数 . 

(车 pg EAR D), 则 Ty EE LORD), GRD)), BENT S| yg,. 

证 不 妨 设 1 < p= de 一 1) < 吕 ,p 一 1,% 的 情况 证 明 更 简单. 

中 ) 任 给 ww E Le(R"), 有 


[Ths = | pc ~ Wut)ay) dr 


RB 
| | pir yl | gr yy dy| dz 
及” a” 


RB 有 


<|[(| | g(r — y) | dy} "| | gtr—y) ef) ldy |dx 


{用 Halder 和 不等式 ) 
= | ?| “| | u(y) | | gtzx 一 y) 1 dz (积分 互 换 ) 


82.2 常用 有 界线 性 算 子 . 81 - 


=(| pl, al,)’, 
由 此 得 | Te 和 19 人 el 从 而 Ty € LAAR"D)) ET 寺 


| qo 1 
(ii 取 定 zw € 工 (R) ,首先 让 T,(w) € CR"). 任 给 zz 和 R", 约定 


py) = px + y), 则 


| Teu(x} 一 Ts | 


<| {pry plz—y) ll u(ty) ldy 
Ligp 
<{[ ig -p(y) dy) “lw |， (用 Holder 不 等 式 ) 


=([ 1g -x+y)- gy) dy) Hal, 


=| pp ~ ol, lal,. 
这 结合 下 面 将 补 证 的 引 理 得 出 : 若 z,z 毛 R ,7r- z 王 0, 则 了 《人 人) 一 Tou(z)—> 
0. 这 表明 Tvu 在 R*x 上 一 致 连续 . 再 用 Hslder 不 等 式 得 


Taal) (fi pr) dy) ul, = oh, ul,, 


可 殉 | Tow lo | gl, Hal,. 因此 T, € L(YCR"), C,(R")), | T | 所 
| gl ,. 

tiii) 是 (让) 的 特殊 情况 . 图 

规 在 衬 证 所 需 的 引 埋 ， 

引 理 2.2.6 设 g€ELR (p< oO), p(y) = ptr + y), QZzE 
R“z 一 0 时 | gp,-v|,—0. 

证 不 妨 设 x = 1{ n > 二 的 情况 并 无 本 质 区 别 , 只 是 记号 繁 些 ) 首先 设 多 
= 人 = (ap 人 及 是 一 有 限 区 间 , 则 直接 看 出 


| go -gl?E2|l r=>0 (r=0). 


由 此 又 推出 : 若 p 是 有 紧 支 集 的 阶梯 函数 , 则 引 理 结论 成 立 , 现在 设 wp € 1L?{R)， 
Ye 之 0, 取 有 和 紧 支 集 的 阶梯 两 数 上, 使 得 | yg -yy ,<< 。 (参考 例 1.3.8(iv)). 取 
3 >>0, 使 当 xz ER,1xzi<68 时 | 办 一 5 上 ,< 之 e. 于 是 当 1 zx 1< 8 时 有 


.82 ， 第 二 章 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 


op ,| tel 
E+e+e= 3e, 
其 中 用 到 | wo 一 示 上 上 , = 让 2 一 和 (何故 人 .这 得 出 所 要 证 . 品 
你 注意 到 ,如 同 例 1.3,9 一 样 ,以 上 证 明 大 大 得 益 于 使 用 基本 集 概 念 所 带 来 的 


简化 . 
在 例 1.3.9 中 ,我 们 考察 了 E L'(R) 的 Fourier 变换 .一 般 地 ,对 性 给 w EE 


L!(R”), 定义 的 Fourier 变换 为 
Fu(x) = a(x) = |e wa(y)dy (x € Re)， (2.2.12) 
其 中 zy = 《x,y) 是 R* 中 的 标准 内 积 . 另 一 方面 ,从 本 节 的 观点 来 看 ,由 式 


(2.2.12) 定 义 的 下 是 一 个 以 K (x,y) Ae ?为 核 的 积分 算 子 , 今 指 出 它 的 某 些 性 
质 -首先 ,容易 排出 (用 控制 收 敏 定理 ) a E_ C(R"). 其 次 ,注意 ~- 1 = e*, 于 是 


2 1 a l=| a(tr) en(r) | 


一 | R(x)— [eeuty)dy 


全 ( 工 ) 一 edy| 


=|a(z) -ety+zjay| 人 = 


R” 


| Te) -uy + #)ldy| 
2 


| a -a, Hi, 
其 中 避 (y) = wly+z). 令 jzl->o%, 则 xz 二 | z [r=0, 从 而 uw-w.|, 
天 0 (用 引 理 2.2.6), 帮 a(x) 一 0. 令 

CAR’)= fu € CRD): lim u(r) = 01， 
则 Co(R") 依 sup 范 数 是 一 个 Banach 空间 (参考 第 一 章 习 题 10). 因 显然 有 


lalo< | u(r) dz = | all, 


内 
RR 


故 得 出 FE LOCCR"),Co(R")), 且 上 Fl 扫 1. 若 取 w 为 n 维 方 体 C = [-1, 


§2.2 常用 有 界线 性 算 子 "和 ， 


1]” 的 特征 尖 数 , 则 | zi = 2”; 
Aa(r) = (| ea = 1 人 ， 
由 此 易 见 上 中。= 2”, 因而 得 出 | 下 目送 1. 这 就 得 出 FI = 1 


$2.2.3 微分 算 子 


像 式 (2.1.10) 这 样 简单 的 微分 算 子 都 不 是 有 界 算 子 ,看 来 这 是 一 个 不 祥 之 净 ! 
确实 ,如 同 空间 C* (C0) 具有 比 L*(0) 较 坏 的 结构 一 样 ,微分 算 子 的 性 质 通常 不 
及 积分 算 子 , 对 微分 算 子 的 深入 考察 远 非 此 处 所 能 进行 ,下 而 的 简单 讨论 仅 起 解释 
概念 的 作用 ， 

以 下 设 天 人 Zr 一 天 + 和 Ya1 = 天 

首先 设 入 R" 是 一 有 界 闭 区 域 , 则 微分 算 子 

加 :CN CN) 入 —» O°, (2.2,13) 
是 一 线性 算 子 ,如 果 在 C"{0) 与 CQ) 中 都 使 用 范 数 .| ,( 依 式 (1.2.6)')， 
则 如 2.1 中 算 子 (2.2.10) 一 样 , 算 子 9 是 无 界 的 .但 是 如 果 在 C" (02) 中 采用 范 
数 .中 ,, 则 3" 是 有 界 的 : 


| as 人， 一 max | 90°w Ns 
BIE 


< max Haulo= dul, (Yu€ CC" (nN)), 
这 表明 1 2 所 1. 
类 似 的 结论 可 用 到 微分 算 子 ， 
3 (0) > HFCN), 1 oa, (2.2.14) 
其 中 CR" 是 一 开 区 域 , 1 志 p < co. 事实 上 ,对 任 给 zx E H"?(0), 有 


站 5 ly 
[EE 
iIBI! 


(DD am ht) = ul,.,, 
FE 


这 表明 对 于 微分 算 子 (2.2.14) 亦 有 13" | 过 1， 

不 过 ,从 应 用 上 考虑 ,真正 重要 的 是 将 3" 看 作 从 H”" (8) 到 同一 空间 H" (nN) 
中 的 线性 算 子 .但 这 样 一 来 , 2° 就 只 定义 于 fm (CQ) 的 某 个 子 宅 间 上 , 自 是 无 罩 算 
子 . 在 8$3.5.3 中 ,将 对 这 种 意义 下 的 微分 算 子 作 点 最 初步 的 考虑 . 


#2.,2.4 关于 算 子 范 数 的 评注 


在 上 节 与 本 节 中 ,我 们 已 求 得 若干 有 界线 性 算 子 的 范 数 .无 论 是 迫 于 实际 需 
要 ,还 是 基于 追求 理论 上 完整 性 的 偏好 ,人 们 常常 致力 于 准确 地 求 出 所 研究 的 有 界 
线性 算 子 的 范 数 .经 验 表 明 , 这 末 必 容易 成 功 , 读 者 在 面 对 这 类 问题 时 ,通常 有 两 种 
方法 可 供 选择 . 

《Ah) 利用 已 知 的 标准 结果 . 例如 本 章 的 命题 2.2.1 一 命题 2.2.4, 定 理 2.3.2 
一 定理 2.3.6, 以 及 下 章 的 命题 3.4.2 与 定理 3.4.5 等 ,这 类 结果 能 够 提供 最 便捷 
的 结论 ,但 它们 在 汉 尔 分 析 中 不 是 很 多, 其 作用 是 有 限 的 . 

(B) 直接 法 .对 于 人 本 SE L(X,Y), 为 求 ‖ 工 | ,通常 依 如 下 程序 进行 : Y x € 
臣 , 对 Tx 作出 一 个 尽 可 能 准确 的 估计 Tx 过 8 有 xz ,从 而 推测 区 
= 月 . 为 证 实 这 一 推测 ,可 用 以 下 方法 之 一 : 

(D 选取 适当 的 zo EE XX, 使 得 | ze = 1, Tz 一 8, 例如 在 例 2.1.3 中 
就 是 如 此 .这 一 方法 得 以 可 行 , 其 前 提 显 然 是 | 开外 = mx, Tr | , 即 连续 函数 
f(z) = 站 Tez| 在 单位 球面 上 取得 最 大 值 , 而 在 无 限 维 空间 中 这 未 必 为 真 , 因 单 
位 球面 不 是 紧 集 (参考 定理 1.4.4 与 1.4.8). 例 如 对 


100 = | utr)dr -uli)de Cu€ ct-1,1), 


就 不 存在 w € CL-1,1], 使 alo = 1,1JCw)1= | = 2. 因此 以 上 方法 
应 用 很 有 限 . 

(i) 对 任 给 a < 8, 选取 适当 的 zx, 和 ,使 得 | zs =1, 1Tzr1c. 例 
如 ,在 命题 2.2.2 之 证 中 就 是 如 此 ， 

ii 选取 适当 的 序列 | ri C ,使 得 | rr | 所 1 而 Jim | Tr, 之 有 例 
如 ,命题 2.2.4 之 证 即 用 此 法 . 

毫 无 疑问 ,如 上 的 方法 (i) 一 (ii 成 功 的 前 提 是 ，|| 工 | = 8 是 一 正确 的 猜测 ， 
即 一 开始 所 得 的 估计 ‖ 和 志 8 ez 上 已 经 是 最 佳 的 ,而 这 未 必 总 能 保证 . 

应 当 强 调 指 出 ,不 能 准确 地 求 出 上 二 ,未 必 总 是 一 个 很 严重 的 问题 ,例如 ， 
对 于 命题 2.2.2( 刘 ) 中 的 A, 我 们 只 能 断定 | A | ;<< 8 (有 例子 指出 ,不 严格 不 等 
号 是 可 能 的 ), 但 这 并 不 妨碍 我 们 有 效 地 运用 算 子 A. 在 很 多 情况 下 ,我 们 只 要 能 
得 出 关于 外 下 | 的 某 个 合乎 需要 的 估计 (例如 下 < 1 ) ,或 者 甚至 只 要 知道 
| 工 外 < ee, 或 许 就 够 了 . 


$2.3 “对偶 空间 与 对 个 算 子 | “i 


$2.3 ”对偶 空间 与 对 偶 算 了 
$2.3.1 有 界线 性 泛 函 


给 定 KK 上 的 赋 范 空间 X, 约定 XX” = L(X,K). 由 命题 2.1.6, X* 是 KK 上 的 
Banach 空 癌 , 称 为 的 对 偶 空 间 ; 称 每 个 z EE 六 ”为 玉 上 的 有 界线 性 江 函 . 

因 有 界线 件 泛 函 是 有 界线 性 算 子 的 特殊 情况 , 故 关 于 一 般 有 界线 性 算 子 的 概 
念 与 结论 ,必定 亦 适 用 于 有 界线 性 沁 函 .因此 ,$2.1 中 的 结果 经 适当 表述 之 后 ,就 
成 为 关于 有 和 错 线性 泛 函 的 相应 结论 .例如 ,对 任 给 wu E X* ,直接 由 $2.1 中 的 式 
(2.1.5) 一 (2.1.9) 右 


| =syp u(r) tx 
= ,sup, | utxr} | 
- (2.3.1) 
了 
=minlk 0:l ate) 过 下 | (YE 
lualtx) lal zl (2.3.2) 


对 于 X 上 的 线性 泛 函 wu 有 界 富 4 连续 .其 他 结论 不 必 一 一 写 出 . 不 过 ,鉴于 有 
界线 性 泛 郴 的 特殊 性 ,我 们 更 关注 那些 对 于 它 所 独 有 的 结论 . 

有 界线 性 泛 函 的 一 个 突出 优点 是 它 有 上 明显 的 几何 意义 .如 你 熟知 ,R' 中 任何 
平面 可 表 为 线性 方程 


QT1 ar 十 az = es 
其 中 0 关 (aaayaa) GE RR. 鉴于 此 ,对 于 任何 0 关 EX" 与 cE K, 称 
flc)= lxr€EX: f(r)= el 


为 X 中 由 了 了 雇 定 的 超 平面 ,也 记 作 |[f = cl, 特别 ,过 原点 的 超 平面 广 :(0) = 
Nn) 是 X 的 闭 子 空间 { 依 命题 2.1.1(1) 与 定理 1.3.6). 任 何 超 平面 广 !(e) 必 可 
由 NCA) 平移 得 到 ; 任 取 .co € f'(c), 则 易 验 证 六!(c) = zo + CD 门 . 超 平面 族 
lx + NI 门生 XI 填 满 了 整个 空间 X, 其 中 性 意 两 个 超 平面 可 看 作 互相 平行 . 
那么 ,NA) 以 什么 特点 与 X 的 其 他 子 空间 相 区 别 呢 9 这 由 以 下 结果 解答 . 

命题 2.3.1 设 4 稳 和 是 -: 子 空间 . 则 以 下 两 条 件 等 价 : 

(i) 有 0 关 AE X” ,使 得 A = 从 ( 门 ; 除 一 个 常数 因子 的 差别 外 ,出 4 惟一 
次 定 . 
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{i} 存在 拓扑 直 和 分 解 X = A 田 Kzo, 此 处 zo 关 0,Rro = Jar :AERI 
是 和 中 的 由 zx 生成 的 1 维 子 空间 (可 理解 鸭 过 点 0 与 xo 的 直线 , 见 图 2-1). 


图 2-1 


证 全 全 0, 设 4= NI 让 0 关 和 EX Aro) 天 0. 则 每 个 x EX 可 分 


解 为 
_ _ f(x) flx) 
TT [> RE ]t i Zo) 
上 式 右 端 两 项 分 别 属于 4 与 Kxo. 车 Aro EA, 则 由 0 = Far) = AF(xo) 推出 
4 二 0 ,这 表明 有 A 门 Kro = 101. 因此 和 = A 的 Kzs. 因 A 与 Kzxo 均 为 X 的 闭 
子 空间 , 故 A 个 Kr 是 拓扑 吉利 . 

(i 二 (0). 设 有 拓扑 直 和 分解 X = A 四 Kxo. 因 每 个 > EX 有 惟一 分 解 了 = 
aaroz 和 NA GE 下 定义 天 zz) = 1, 则 六 zz) 由 惟一 决定 .于 是 得 到 一 个 
泛 轿 了 : X -一 政 , 衣 和 后 看 出 它 是 线性 的 .显然 f(z) =0 呈 =EA, 故 和 二 AL 门 ， 
苦 了 无界 , 则 必 有 序列 1x,| 己 六, 使 得 | fr) |> nz, . 任 给 x EXX， 有 


fxo) 
0 rp FIT EA, 


jm 0) , in 


lima. = xp mm RE = xo- 


这 表明 ro E A = A, 得 出 矛盾 .因此 /有 界 , 即 f€ 久 *. 余下 指出 : 除 常数 因子 
的 差别 外 , 了 由 A 惟一 决定 .车 g E X* 满足 Nig) = A, 则 Vx E€ 多 ,有 


Br) =gtx ~ fr) ro) + g(f(r) zr) 


§2.3 对 偶 空 间 与 对 偶 算 子 4 " 87- 


=g{(f{r)ro) = f(r)e(zo) = cf zh 

其 中 = g(xo) 与 xz 盛 关 . 器 

由 命题 2.3.1 得 出 ,车 0 关 EX Fr) 天 0, 财 

X= N(ADKRKr, (3) 

这 一 分 和 解 对 有 界线 性 泛 函 的 研究 是 基本 的 . 

$2,3.,2 上 表示 定理 

在 逐 辑 上 , X ”是 一 个 完全 确定 的 Bansch 空间 , 它 的 元 素 就 是 上 的 有 界线 
性 汉 函 ,似乎 不 存在 “ 求 出 ”X*” 的 问题 ,不 过 , 若 X“ 缺乏 某 种 直观 形象 ,以 至 难以 
有 效 地 思考 与 运用 ,那么 ,我 们 实际 上 会 把 它 当 成 一 种 未 知 的 东西 .这 就 提出 一 个 
问题 :如 何 将 区 ”具体 表示 出 来 ”这 下 是 表示 定理 所 要 解决 的 课题 . 

表示 问题 的 一 般 思路 如 下 :对 于 给 定 的 赋 范 空间 了 X, 确定 一 个 Banach 空间 
Y, 它 通常 是 已 被 充分 研究 因而 相当 熟悉 的 空间 ,使 得 存在 等 距 同 构 


T: YX，y 一 只 (2.3.4) 
因 市 由 式 (2.3.4) 得 出 结论 : x € 义 ” 有 通 起 
u(x} = g(x) {rx EX), 
其 中 > 和 了 由 z 惟一 决定 , 且 ‖ yj = wll, 若 将 = 9 与 y 视 为 等 同 , 则 不 
妨 认 定 X ”= Y. 这 样 ,通过 同 构 对 应 式 (2.3.4) ,本 来 很 抽象 的 空间 天， 就 获得 了 
一 种 具体 的 表示 ，Y 就 是 X” 的 一 个 表示 ,或 称 为 一 个 实现 , 车 令 plx,y) = 


9,( 工 ) 9 依 式 (2.3.4), 则 它 是 双 线性 的 ( 即 分 别 对 x 与 y 是 线性 的 ) ; 且 满 是 木 等 
式 


lolxy) iE gl zl = rl lyl. (2.3,5) 


可 见 , q(x,y) 显示 出 内 积 的 革 些 特征 (参照 定义 1. 5. 1) ,例如 式 (2.3.5) 恰 与 
Schwarz 不 等 式 相对 应 .这 启示 我 们 利用 类 伏 于 内 积 的 表达 式 去 构成 所 需 的 函数 
pp. 下 面 就 依照 上 述 思路 来 建立 苦于 表示 定理 . 

定理 2.3.2 没 1 委 p= eg -HTHD<c, 则 (0 二 (二 表 等 距 同 构 ,本 
节 中 概 如 此 )D; uw € (1*)* 有 通 式 


他 使 用 记 导 X ”人 兰 了 时, 总 应 将 宇 理解 为 由 菜 个 表 东 定理 所 确定 的 同 构 ; 仅 当 这 样 的 局 构 
存在 时 , 才 可 认定 了 为 X 的 对 偶 空 间 ， 
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u(xz) 三 Driy, (rx 二 Cx) 乞 1*), {2.3.,6) 


其 中 > = (y,) E28 由 xx 惟一 决定 ,是 y| ,= | wll. 

证 定义 gpg:1XxXP>K 如 下 : 

PIT) = Dry (z= (rz) EF,y=y ER. (2.3.7) 
显然 p(xz,y) 是 双 线 性 的 , 且 | pz ,3y) | 过 上, y 有 H。( 用 式 (1.2.10)). 这 就 
表明 ,车 令 pg, = p(y), 则 pgp, E82)" 且 上 pH 志 上 y|,. 于 蚌 
Ti , yo¢, 

是 一 线性 算 子 , 它 满足 | Ty | 过 | yy 上,. 余下 只 要 对 任 给 w € C1)* ,证 明 以 下 
两 件 事 ， 

(D 存在 y E 8, 使 得 w = Ty, 这 意味 着 w 能 表 如 式 (2.3.6)，; 

(i) yl Du, 
这 将 推出 械 是 满 射 且 Ty = 上 y ,从 而 工 为 等 距 同 构 . 

取 定 w € (2)'. 设 |e,| 是 1* 的 标准 基 , 令 yy = wle),y = (y).Yr- 
(zl 后 天 ,有 


u(xz) = {lim ze, )= lim Xe,) 
nl 3? il 


=timy， XiY, 一 > zy ， 
可 见 式 (2.3.6) 成 立 . 若 户 = 1， 则 = oo 
yl = suply, l= supl ule,) [| ul. 
余下 只 要 对 1 工 < p< o 证 yl 志 上 w 有 ; 为 此 ,又 只 要 对 任何 nn 洋 1 证 
(7 yy 1) ”< wi, 这 由 以 下 推演 得 出 : 


2 | 3 1” = > | yy 1”! ysgnyd 


i=1 


= 之 | 六 1 {sgny, }ut{e,) 


| 


= “(2 | yi I" (sgny, )e ) 


中 参看 70 页 注 呈 . 
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从 


lull 5 1 y, 1" "(sgny; je | 
1—1 


mR 


| a lL {>) | y, ee ) 


TI 一 1 


= Nl (5 Tie， (用 ptg 一 1) = g) 


以 上 不 等 式 两 端 同时 除 以 ( 忆 "| y 1 )”, 即 得 所 要 证 . 口 
至 此 ,你 大 概 已 猜测 到 (4L*)” 衬 1 , 事情 的 确 如 此 . 
定理 2.3.3 设 1 志 p= gi(g-D<%m,J=[a,blla < 5), 则 LND)' > 
(1D;fE 1L*(J)” 有 通 式 


il 


《 


Fl = aula) (rd (EECD)， (2.3.8) 


其 中 vu€ 07) 由 站 惟一 决定 ,Hw 上 ,= Wi. 
证 明 的 思路 大 体 上 类似 于 定理 2.3.2 之 证 ,对 应 于 式 (2.3.7), 沽 虚 双 线性 泛 
盟 


g(eso) = | (rardz (Cu€ LD),v Ee LN)). 


不 过 ,这 次 将 届 到 兵 些 技术 性 困难 ,因而 证 明 要 繁琐 些 ,只 得 从 略 (参考 文献 [10] 
§2.10). 

其 次 要 指出 ,将 了 换 成 更 一 般 的 如 《加 上 某 些 眼 制 ) 之 后 ,定理 2.3.3 的 结论 依 
然 成 立 . 这 样 ,对 于 号 1.2 中 所 述 的 空间 系列 L? (1 所 p < oo), 求 对 偶 空 间 的 问题 
就 得 到 了 解决 ,而且 对 偶 空 间 就 在 同一 空间 系列 之 内 .尤其 值得 注意 的 是 , 若 1 < 
户 < oo, 则 空间 工 ” 与 1* 瑟 为 对 偶 空 间 , 此 处 g = pj{p 一 1) ;车 对 空间 L* 取 两 
次 对 偶 , 则 仍 得 到 L?, 一 般 地 , 令 X ”= (XX*)" , 称 它 为 XX 的 二 次 对 惕 . 若 XX** 
主导 则 称 X 为 自 反 空间 (更 准确 的 定义 见 定义 2.4.11). 因 此 , (1<p<%) 
就 是 自 友 空间 . 正 是 这 一 事实 使 得 空间 LL? 具有 明显 优势 . 

至 于 $1.2.3 中 记述 的 男 一 空间 系列 C"(n), 就 没有 如 L? 这 样 好 的 结果 . 即 
使 描述 最 简单 的 空间 C(J ) 的 对 偶 空 间 , 也 需要 用 到 一 -个 新 的 函数 类 ;所 谓 有 和 界 变 
差 函 数 类 .下 面 不 加 证 明 地 给 出 一 个 结果 . 

定理 2.3.4 设 J= [a,bj(a 之), 则 CCD*” 之 BV,(]), 其 中 


BwtJ = lv :wv 在 [a,5] 上 有 界 变 差 , 右 连 续 是 v(a) = 0}; 
在 BVu(J ) 中 使 用 范 数 1 vv = 内 (oa .六 EC 有 通 式 
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fw) = [utr)dv(r) (ru € CD), (2.3.9) 


其 中 wv E€ BVot7) 由 了 惟一 几 定 , 且 zl = 上, 式 (2.3.9) 中 的 积分 是 所 谓 
Riemann-Stieltjes 积分 . 


特别 , 任 给 vw EL'(1), 令 w(x) = | war, 则 必 zw E BYV。 (7), 昌 可 验证 


Vw) = vr) dr = Hol 


ula)dwtz) 二 fla) v(x)dz {wu EE CI))}. 
因此 ,由 
fo) = | sr)olzdaz (wu€ CU)), (2.3.10) 


定义 出 一 个 FE CC 且 | = wv 人 .于 是 可 以 说 , L!(]) 可 等 跟 柚 入 到 
CCI)” 中 (参考 定理 1.1.6)》. 

现在 用 简单 例子 来 说 明和 如 何 应 用 定理 2,3.3~2.3.4. 

例 2.3.5 中 设 1<p= gg-1}<o0<a<p, 


fu) = uC)az, we 1710,1]. 
今 指明 FE 1?[0,1]*. 首先 对 积分 作 变 量 代 换 y = 7， 


- 1r 1 
f(a) = 二 | lu(y)dy. 


lo 
一 5 pres - 1 十 | ] 


-1 [rk] < (用 0< a< pp) 


于 是 由 定理 2.3.3 有 JE 4?F0,1]* 是 中 f= | w 放 ,你 不 妨 试 探 - 下 ,如 果 不 
用 定理 2.3.3, 是 否 容 易 得 出 此 结果 ? 
(说 设 T=[0,1J,0<a<b<l,a,pe RK, TF 
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flu) = aula) + Bu(b) (uu € CUN. 
今 用 定理 2.3.4 说 明了 FE CC ”并 求 出 ‖ 六 1. 为 此 , 作 咕 数 
人 0， DOr 人 a; 
v(x) = 1a, Ar 
r+, pril. 
则 ww EBWDD,Vi(v) =le1+l1Bl, 二 


Fl) = | szde(z) (eeE Cc) 


于 是 由 定理 2.3.4 有 ECO 上 f= Vi(w) =|lal+181. 

现在 再 回 到 定理 2.3.3. 取 p= g=2 得 到 (1L?)' 实 1, 这 表明 空间 L’ 是 自 
对 偶 的 .我 们 猜想 一 般 Hilbert 空间 亦 有 此 性 质 ,事情 确实 如 此 . 

定理 2.3,6 设 互 是 实 Hilbert 空间 , 则 百 ” 人 万 ,zx € 日” 有 通 式 


u(r)} = (ry {x EH), {2.3.11) 
其 中 y€ 百 由 2 惟一 痪 定 , 有 和 > = a. 
证 今 p(zry) = 《zzryyE 万 ), 则 如 同 定理 2.3.2 之 证 ,可 指明 
T:H-—H’, yp = 《ry (2.,3.12) 


是 一 个 线性 算 子 , 且 Ty 中 所 yy, 余下 只 要 证 明 : 任 给 wx EH ,有 yE€H， 
使 得 w(x) 表示 如 式 (11), 且 1 yy 有 所 由 2 .可 设 w 关 0 (否则 取 y = 0 好 了 )， 
则 A = N(a) 是 巨 的 真 闭 子 空间 .由 正 交 分 解 定 理 1.5.10, 有 太 = A 名 A1. 取 
zo EE AT, 和 使 (zo) 关 0 (此 种 zx, 必 存 在 ,何故 ?) ,不 妨 设 w(xo) = 1 令 y = 
rof zo?, 则 vw EE A1 .直接 看 出 x -u(x)xo 世态 , 于 导 


《一 rr y+ Culr)ro,y 
=u(r)ro yy) = u(r) {xr EH), 


这 得 出 式 (2.3.11). 取 x= yy 得 上 > 有 = w(ty)} 志 al yl, 寺 是 yj 声 
| 让， 如 所 要 证 ， 口 

式 (2.3,11) 称 为 空间 刀 上 有 界线 性 江 函 的 Riesz 表示 , 它 是 Hilbert 空间 理论 
中 最 有 价值 的 结果 之 一 , 若 里 是 复 Hilbert 空间 , 则 Riesz 表示 仍然 适用 ,不 同 的 只 
是 , 式 (2.3.12) 是 一 .等 距 的 具 思 线性 同 构 ,而 不 是 线性 同 构 . 因 此 ,对 于 实 或 复 Hil- 
bert 空间 号 , 都 可 认定 电 ”= 五 , 即 Hilbert 空间 有 自 对 个 性 . Hiibert 空间 上 的 有 
界线 性 泛 阴 有 Riesz 表示 这 一 极 简单 的 通 式 ,实在 是 - 件 可 庆幸 的 事 . 这 一 事实 在 
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算 子 理论 中 影响 深远 (例如 参看 8$3.4, $3. 5), 此 处 姑且 不 论 ;一 个 最 直接 的 结果 
是 ,在 Hilbert 空间 中 运用 有 界线 性 汉 函 成 为 一 件 相 对 简单 的 事 .与 之 相 比 较 ,在 一 
般 的 Banach 空间 中 却 光 类 似 的 结果 可 用 ， 

Riesz 表示 式 (2.3.,11) 昌 然 仅 适用 于 Hilbert 空间 ,但 它 所 激发 的 启示 亦 有 助 
于 对 赋 范 空间 的 研究 .为 便于 类 比 , 将 任何 赋 范 空间 X 上 的 有 界线 性 泛 丙 表 为 


HUI) = ux) (uu EX',T EX), {2.3,13) 


这 就 使 它 具 有 茶 种 “内 积 " 的 外 观 了 , 表达 式 (2,3.13) 的 好 处 是 ,其 中 与 x 处 于 对 
等 地 位 ,在 需要 4 与 + 互 换 角 色 的 问题 中 有 其 方便 .wu，,x) 虽然 一 般 不 是 内 积 , 但 
它 确 具 有 内 积 的 一 些 特 征 . 例 如 《uw,x)》 是 双 线 性 的 ,而 不 等 式 


| eusxr}y ez ( 依 式 (2.3.2)) 

则 下 相当 于 Schwarz 不 等 式 . 为 加 强 这 一 类 比 ,进一步 约定 一 些 形式 记号 与 术语 ; 
若 《xaz)》= 0, 则 说 4 与 x 正 变 , 并 记 作 wj| xr. 对 于 ACCXS 与 UCX', 令 ( 参 
搜 定 你 1,5.4(0i11)) 

4 = luEX :ux | alYa€ Ai 

liv = Ir€EX:unlL ryYu€ Ui, 
二 者 分 别称 为 4 与 U 的 零 化 子 . 如 果 X 是 Hilbert 空间 ,认定 区 = 多 '， 则 由 
(2.3.14) 定 义 的 A+ 正好 就 是 A 的 正 交 补 . 

§2.3.3 对偶 算 子 


对 偶 空 间 的 重要 性 在 于 , 多 与 X* 两 者 的 性 质 之 间 存 在 着 很 强 的 联系 , 正 是 这 
种 联系 ,使 得 x” 成 为 研究 空间 X 的 重要 工具 .实际 上 ,这 种 对 偶 关系 诱导 出 有 办 
线性 算 子 与 其 对 偶 算 子 之 局 的 对 偶 关 系 ,这 正 是 现在 就 要 考虑 的 . 

定 久 2.3.7 设 TE L(X,Y), 称 算 子 


《2,.3.14) 


了 (2.3.15) 
为 工 的 对 侦 算 子 . 
必须 说 明 一 下 , 式 (2.3.15) 的 确 合理 地 定 祥 一 个 算 于 下: yy* = , 且 工 * 
是 有 界线 性 算 子 . Yv CE Y' ,显然 T*vw=w。eTE X” . 其 次 , vw -本 显然 对 vw 是 
线性 的 .出 


全 守 * = sye, | T*vl = Is 下 Su | a Ir)! 


中 确 有 作者 称 《u ,zx》 为 与 x 的 内 积 ,本 书 不 用 这 一 名 称 . 


下 
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< spl ol Til <HTI 


1, 
得 出 T* ELLY*,X*), 和 且 T*| 扎 | 工 ||. 
利用 等 式 (2.3.13), 可 将 T* 的 定义 式 (2.3,15) 改 写 咸 


Tur) = (vv, Tr) (ve YY',r EX). (2.3,16) 


在 对 偶 算 子 理论 中 ,将 反复 用 到 恒等式 (2.3.16). 

下 后 的 剑 子 将 为 你 提供 关于 对 但 算 子 的 某 些 直观 印象 ， 

例 2.3.8 《让 设 和 = fa ER YYz= (zx) ER ,y= (yy)ER", 依 
式 (2.3.16) 有 


CA’ yx) =(y,Ar) = by: Paz, 


这 表明 (4 "37 = >avyi, 可 见 A = AT (A 的 转 置 ). 于 是 可 以 说 ,对 偶 算 子 的 
有 有 限 维 原型 ,原来 就 是 转 四 矩阵 ， 

(让 设 TELCLO)) 依 式 (2.2.8), | IK(r,y) Pdrdy< %m, 则 TE 
OAC ,Yu,v E12(), 依 式 (2.3.16) 有 


CT vu ={v, Tu) = | ea)az| Kx, yu(y)dy 
= uy)dy] Kr,y) or)de 


= [ua)dz] Ky, a)v(y)dy, 


了 vlr) = J KCysa) vy)dy. 


可见 , TT” 是 以 及 (y,z) 为 核 的 积分 算 子 , 它 的 核 久 (y,x), 可 看 作 算 子 了 的 核 
K(xz,y) 的 “ 转 置 ”. 
将 以 上 实例 放 在 心 上 , 下 面 的 结果 就 很 好 理解 了 . 
命题 2.3.9 对 了 ,SE LL(X,Y),A EE L(Y,2Z),a,8 ,以 下 结论 成 立 ， 
(oaT + BPS)" = ee7” +B',; {2.3.17) 
(AT)” = 人 (2.3.18) 
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(T ”= (了) (车工 是 拓扑 同 构 ) (2.3.19) 
站 站 = 赴任 下， (2.3,20) 


证 利用 恒等式 (2.3.16) 易 直接 验证 等 式 (2.3.17) 与 (2.3.18). 若 代为 拓扑 
同 构 , 则 将 式 (2.3.18) 用 到 等 式 (参看 式 (2.1.4)) 


TT = 下 与 TT = 上 


得 出 : 了 (TT1)” 与 (T 六 了 分 别 为 壬 "与 了 上 的 单位 算 子 ,这 得 出 式 (2.3. 
19). 革 于 等 式 (2.3.20), 前 面 已 经 指出 1T | 所 才 工 | , 相反 的 不 等 式 将 在 后 
面 补 证 . 口 


$2.4 基本 定理 


有 儿 个 著名 定理 : 逆 算 子 定理 .一 致 有 界 原 理 与 Hahn-Banach 定理 ,其 应 用 贯 
穿 于 整个 泛 函 分 析 理 论 的 展开 ,因而 被 恰当 地 称 为 三 大 基本 定理 . 这 些 定理 的 结论 
从 直观 上 看 来 远 非 一 目 了 然 , 因 而 具有 异乎 寻常 的 深刻 性 .本 节 着 重 阐明 这 些 定理 
的 价值 与 一 般 用 法 ,并 尽 可 能 给 出 其 证 明 的 容易 部 分 ,而 完全 的 证 明 则 请 参考 有 关 
书籍 . 


$2.4.1 逆 算 子 定理 


设 工 :X 一 了 是 一 个 线性 同 构 . 为 判定 了 为 拓扑 同 构 ,你 必须 做 两 件 事 ;判定 
了 与 了 都 连续 .不 过 ,车 丑 与 耻 Banach 空间 , 则 你 私有 一 半 的 事情 要 做 :判定 
了 工 ( 或 T') 连 续 , 即 可 断定 个 为 拓扑 同 构 .这 就 是 如 下 著名 定理 的 结论 . 

定理 2.4.1( 逆 算 子 定理 ) 设 多 与 Y 是 Banach 空间 , TE L(X,Y) 是 双 射 ， 
则 工 ”连续 .换言之 ,Banach 空间 之 问 的 连续 线性 同 构 必 为 折 扑 同 构 . 

定理 的 让 明基 于 Baire 网 定理 (1.4,11), 颇 不 简单 ,和 欲 知 其 详 者 可 参看 文献 
[10] §2.10. 

若 只 假定 息 完 备 , 则 当 二 :区 一 YY 是 拓扑 同 构 时 , 亦 必 完 各 0. 因此 道 算 子 
定理 志明 ,车 关 完 备 , TE L(X,Y) 为 双 射 , 则 T- 连续 和 SY 完备 .这 就 说 明了 ， 
在 遂 算 子 定理 中 , XX 与 Y 皆 完 备 这 一 条 件 是 不 可 缺 少 的 .由 逆 算 子 定理 也 推出 : 若 
XX 与 Y 均 完 备 , 本 (X,Y),N(T) = |01 ,R(T) 是 了 的 闭 子 空间 , 刚 个 是 
Hanach 空间 关 与 R(T) 之 间 的 拓扑 同 构 , 从 而 了 1 € L(R(T), XX), 在 很 多 情况 


针 车 和 yi CY 是 Cauchy 列 , 则 由 717' 有 界 推出 f 生 1y| 是 各 中 的 Cauchy 剂 ; 设 Ty, 
"rEX,NWNy Tilin— 0). 
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下 ,就 是 以 这 种 方式 应 用 道 算 子 定理 来 得 出 工 有 有 界 道 . 
试看 一 具体 例子 . 设 J 了 = La,5j(a 之), 令 
OOD)= {EC :ua) 一 0 
在 CC) 与 (1 中 均 使 用 sup 范 数 . 则 
T:C()— CD sulx) | uly)dy (2.4.1) 
是 一 线性 同 构 ( 请 验证 ). 因 


T= 总 :CDCO), wu 


是 无 界 的 (参考 例 2.1.5, 研 究 30) 中 的 序列 wt.r) = sinn(x 一 a) ), 故 由 道 算 
子 定理 知 CD 站 必 非 CT 的 闭 子 空间 . 

作为 道 算 子 定理 的 另 一 个 应 用 ,下 面 证 明 所 谓 财 图 像 定 理 , 后 者 亦 有 重要 庶 用 
价值 . 
定理 2.4.2( 闭 阁 像 定理 ) 设 X,Y 其 Panach 空间 .车 线性 算 子 :XX 一 YY 
满足 条 件 ; 


Ta 
上 = Tr, {2.4.2) 


则 了 工 连 续 . 

条 件 (2.4.2) 式 相当 于 : 了 的 图 像 

Ga lxr,Tr):r€ Xl 

是 积 空间 x Y 中 的 闭 集 . 当 此 条 件 满足 时 , 称 了 
为 闭 钱 性 算 子 .于 是 将 定理 2.4.2 重新 表述 为 ;Ba- 
naeh 空间 之 和 间 的 闭 钱 性 算 子 必 为 有 界 算 子 。 

证 在 定理 条 件 下 , G 是 Banach 空间 XxY 图 2.2 
(参看 第 一 章 习 题 4) 的 闭 子 空 问 ,因而 亦 是 Banach 
空间 .定义 算 子 ( 见 图 2-2) 

P:iG—X, (rr,Tr)— Xx, 

则 直接 看 出 P 是 : -个 线性 同 构 .回忆 一 下 1.1.3 中 己 措 出 , 积 空间 中 的 收敛 归结 
为 依 坐 标 收 敛 . 因此 ,对 任 给 序 询 | z,| 志和, 有 


(0 
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故 卫 连续 .由 定理 2.4.1, P! 亦 应 连 综 , 这 意味 着 
Tar Tr (rTr) (no%), 
于 是 x, 一 工 庆 Tx 一 Txr(n 一 oo), 这 正 表 示 本 连续. 口 
和 2.4.2 一 致 有 界 原理 


以 下 的 定理 涉及 一 定 的 算 子 族 1T, ;1 E141 CL(X,Y), 此 处 了 是 任何 指标 
集 ( 不 必 是 可 数 集 ). 若 1 工 | 依 算 子 范 数 有 界 , 即 sup [全 中 < 之 %, 风 说 算 子 族 
| 全 上 一 致 有 界 .经 常 需 要 判定 算 子 族 的 一 致 有 界 性 ,以 下定 理 表明 ,一致 用 界 性 可 


从 形式 上 弱 得 名 的 条 件 推 出 . 
定理 2.4.3( 一 致 有 上 界 原 理 ) 设 1T,:iEITiCL(X,Y)， 
A=Ir€EX:;supl Tiz | < ool. (2.4.3) 


(i) 若 A 是 X 中 的 第 二 纲 集 , 则 1T,i 一 致 有 界 . 
(ii 菩 区 完备 ， YrE ,有 supl Tx < oo (这 相当 十 A == 针 ), 则 {Tl 
一 臻 有 界 . 
(iii) 苦 次 完备， sup LL 工 趾 = o, 则 4 是 X 中 的 第 一 网 集 ,从 而 A 是 第 二 纲 
集 与 筒 集 . 
(iw) 若 多 完备 ,下 己 X%X* , 则 天 在 X* 中 有 界 污 YE 和 FUr) A lu(r): 
u 马 Fl 在 K 中 有 界 . 
其 中 Gi 让 的 结论 可 形象 地 表述 为 :对 几乎 所 有 的 xz 马 X, 成 立 
siip | Tr = oo. 《2.4.4) 
满足 条 件 (2.4.4) 式 的 z 称 为 共 网 点 ,因而 定理 2.4.3 有 共鸣 定理 之 称 . 
证 结论 (站, (i 是 (i) 与 Baire 网 定理 的 推论 . 取 了 = K,{T) = 上, 则 从 
(让) 推出 (iv) .因此 只 要 证 结论 (i). 令 | 
六 ,二 [rE€EX:supl Tr nl, n= 1,2,.. 


注意 儿 工 xz 站 过 和 相当 于 z GE 三 瑟 (0), 由 此 知 

入， = NT'B, (0), TA, TB, 0). 
因此 A, 起 团 集 {用 定理 1.3.6 与 命题 1.3.4). 显 然 A = U”A,. 因 有 A 不 是 第 -网 
集 , 故 有 其 个 A, 会 内 点 .固定 此 A,, 并 设 BCa) CAr > 0. 任 给 x EE XX， 
f=1.7ET, 今 证 Tx | 过 2nfr( 信 如 此 则 有 supl Tl 2nfr < co ). 
这 由 以 下 推导 得 出 : 
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1Tzl = Te+rrc-Teal 


<iIlT(atr)l+ Ta 


2nfr. (用 TB,(a) CC TA, CB,(0)) 口 ] 


下 面 着 重 解释 一 下 如 何 诺 用 定理 2.4.3. 定 理 2.4.3 或 许 是 泛 函 分 析 中 最 常 
用 的 定理 之 一 ,其 庶 用 典型 地 循 商 条 途径 . 其 一 是 应 用 由 定理 2.4.3 导出 的 某 些 标 
准 结果 , 这 多 半 用 来 解决 判定 有 界 性 的 问题 ;其 二 就 是 直接 应 用 定理 2.4.3, 在 很 
多 情况 下 是 应 用 其 中 的 结论 (iii) .用 法 必然 是 多 种 多 样 的 , 若 去 锅 强 妇 纳 出 某 种 模 
式 . 则 可 表述 为 :为 判明 某 个 性 质 P 在 Banach 空间 X 中 具有 一 般 性 ,构造 一 个 与 
之 相关 的 算 子 序列 jT 了 ,| 二 LL{X,Y), 使 之 满足 sup iT = ee, 且 sup | 了 | 
= 0% 全 x 满足 己 , 所 用 的 技巧 仿 问 题 的 具体 特性 而 异 .下 面 是 一 个 有 趣 的 例子 . 

例 2.4.4 几乎 每 个 连续 函数 的 Fourier 级 数 在 一 稠 集 上 发 散 . 

证 令 了 = [rr .首先 取 定 x EJ. 任 给 w EEC, 以 Sw 记 4 的 Fouri- 
er 级 数 的 部 分 和 ,并 令 Ta = Su(z) , 则 


sup | Ti | 二 50 党 的 Fourier 级 数 在 x 发散 . 


在 微 积 分 学 中 已 导出 公式 
. 1 
1 nx Sinlnt+5 tr-y) 
了 = 和 ( 2 uy)dy. 


对 照 式 (2.3.10) 得 出 了 € C(7)*, 量 


二 工 太 
有 了 | = 支 | 


Lr lsin(2n+1)y| 


sin(n 十 去 }(z — y) 


dy 


SIn 了 


dy (yf) 


To Siny 
lr | sin(2n + 1)y| ， 
之 -| sin - )y dy (用 siny 过 y) 
1 {2n+1}n | 。 
-|， Say. (用 sy 代 (2n + 1)y) 


因 积 分 | dy 发散 , 故 sup 上 T, ‖ = oo. 于 是 由 定理 2.4.3(i) 推 出， 


u >» 
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4 和 jx EE CO) : sup | 人 oo 


是 CC 中 的 第 一 纲 集 , 取 了 中 任 一 可 数 笛子 集 {7,1 (例如 取 1 中 的 有 理 点 集 )， 
则 A = UA 是 COD 中 的 第 一 网 集 .于 是 由 Baire 绢 定理 得 出 , 4" 是 C(J) 中 的 


A = ju€E CHO): spl Sulr) 1= wm(Y)), 


可 见 当 ww E A 时 二 的 Fourier 级 数 在 每 点 x, 发散. 这 就 得 出 ;几乎 所 有 E CC) 
的 Fourier 级 数 在 -- 秽 集 上 发 散 . LU 

如 果 注 意 到 ,要 构成 一 个 具体 的 w € C(t), 使 其 Fourier 级 数 在 某 一 给 定点 
发 散 , 并 非 易 事 ( 第 一 个 这 样 的 例子 由 Fejér 于 1910 年 给 出 ) ,而 在 理论 上 我 们 却 敢 
断 音 :这 种 函数 不 仅 存在 ,而 且 极 多 ,那么 例 2.4.4 所 得 结论 之 深刻 就 更 邻 人 惊异 
了 了, 观 于 此 ,对 于 -- 敏 有 界 原 理 的 惊人 效力 ,你 能 不 产生 深刻 印象 吗 ? 


&2.4.3 Hahn-Banach 定理 


现在 转 而 考虑 第 码 个 基本 定理 ,与 前 两 个 基本 定理 不 网 , 它 是 关于 有 界线 性 泛 
陋 的 ,而 且 不 涉及 空间 的 完备 性 ， 

在 理论 分 析 中 ,对 于 对 偶 空间 XX 经常 提出 的 问题 是 ; 

《A) 存 在 问题 :满足 给 定 条 件 的 x € X ”是否 存 在 ? 

以 上 问题 的 解答 通常 嗓 依赖 于 另 一 个 与 之 关联 的 问题 : 

(B) 延 拓 问 题 ; XX 的 子 空间 上 的 有 界线 性 光滑 能 否 延 格 为 X 上 的 有 界线 性 汉 
中 日 满足 一 定 条 件 ? 

Hahn-Banach 定理 堪 是 对 延 拓 问题 给 出 了 很 一 般 的 解答 ， 

以 下 设 X 是 给 定 的 赋 范 空间 . 关 X 上 的 实 诈 函 (0z) 满足 条 件 ; 

(i) 正 齐 次 性 : p(ar) = ap(xr){a > 0,x € XX); 

Ci) 次 可 加 性 : p(x + y) 才 p(x) tp{ly)(r,y EE XX), 
则 称 zz) 为 次 线性 泛 画 .显然 范 数 就 是 次 线性 泛 函 . 

定理 2.4.5(Hahn-Banach 定理 )QD 设 A 是 X 的 予 空间 ， 


包 文献 中 对 Habn-Banach 定理 的 说 法 颇 不 - 臻 有 时 Hahn-Banacb 定理 指定 理 2 4 5 中 的 
《1 实际 上 ,将 包括 定理 2.4.5 在 内 的 - -组 互 有 联系 的 定理 统称 为 Hahn_Banach 定理 ,似乎 更 为 


愉 


§2.4 ”基本 定理 “如 


人 站 车 a 是 A 上 的 实 线性 泛 函 了 Dp 是 多 上 的 次 线性 泛 阴 u(x) 志 
px} YE A}, Ma 可 延 拓 为 XK 上 的 实 线性 泛 函 mw, 使 得 w(x) 所 p(x)(Yx 
EE 区 ). 

Li 若是 A 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 4 可 延 扼 为 区 鞋 的 有 界线 性 活 函 vw, 使 


得 
ol = es 人 sup | u(x)l. (2.4.5) 


ral rlsl 

满足 式 (2.4.5) 的 vv 称 为 & 在 区 上 的 保 范 延 拓 . 

证 ”i) 的 证 明 依 翰 于 一 定 的 集 论 公理 ,可 参考 文献 [10] 8$2.10. 下面 只 证 
(i). 

首先 设 基 是 实 风范 空间 . 令 p(x) = uj | x ,显然 p(x) 是 天 上 的 次 
线性 泛 明 , afr)s 委 DryYyrE&A). 由 人 ,4 可 延 柄 为 X 上 的 线性 深 孙 ww, 使 得 
vrT) 过 pr)(Yr EEX) 因 对 任 给 xEX 有 

az 雪人 人 ||， 


- v(x) = v(- xr)Ep-x)= al lzcl|， 


故 得 1 az) 1 魏 和 wha; 从 而 vw 世 革 *, vj 雪上;. 另 一 方面 最 然 
上 Tv 有 汪 如 | ; 故 wv 是 w 的 保 范 延 哲 . 
其 次 设 区 是 复 赋 范 空间 , 则 Re w 是 A 上 的 实 线性 泛 函 , 旦 


Re zf 人 zs 和 ar {rE A). 


将 式 看 作 实 赋 范 空间 台 应 用 已 证 结论 ,得 出 X 上 的 实 线性 泛 函 op, 它 是 Re zx 的 保 
范 延 拓 . 令 


ux} = gtr) -iplir) (x € X), 
则 易 直 接 验证 : 
vlar + py) = ou(r) + Boly), vlix) ~ iv(zx) 
(a,8 ER,r,y EX), 由 此 推出 vw 是 x 上 的 复线 性 泛 函 . Yz € A, 有 
vx) =Re u(x) -iRe utir) 


中 二 是 实 线 性 泛 画 , 指 其 取 实 全 日 满足 star 1 及 = ant + Bue(y)(a,8ER), 注意 , 即 
使 X 是 复 向 量 空间 ,其 上 的 实 线性 泛 函 也 是 有 意义 的 . 

多 任何 得 空间 X 都 可 看 作 实 向 量 空间 , 因 Ya € R,Yz EX, 必定 自 axr E XX. 例如 ,1 维 
复 向 量 空间 已 看 作 实 向 量 空间 时 ,可 等 闻 于 2 维 向 量 空间 RR. 
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=Re u(rzr)} tilm u(rz) = u(x), 
故 v 是 的 延 大 . 任 给 工 华 和 ,有 
| v(x) |= vir)sgn v(x) = vx sgn v(x)) DD 
= pz sgn vr ed hr |alalal. 


因此 如 同 证 明 第 一 段 一 样 ,有 ww EX ,Hv = 中 al a. 加 | 
现在 应 用 已 证 的 延 拓 定理 来 解决 一 定 
线性 沁 艾 的 存在 问题 .问题 源 于 Hilberi 空 
当中 的 以 下 事实 : 若 4 是 闭 子 空间 , zo 是 A 
x 外 一 点 ; 则 必 有 单位 向 量 vE A ,使 得 (vw， 
| zo)》 = p = d(xo,4) ( 见 图 2.3). 以 上 结论 
p 很 容易 由 正 交 分 解 定理 1.5. 10 推出 (请 试 
4。 证 ). 现 在 的 问题 是 :在 赋 范 空间 中 是 否 有 类 
0 似 结 论 ? 这 由 以 下 定理 回答 . 
定理 2.4.6( 存 在 定理 ) 设 A 是 XX 的 
图 2-3 闭 子 空间 ，zr € XAA, 则 存在 vw EE A 
《记号 依 式 (2.3.14)) ,使 得 zl =1,vizo) = pad(r,A). 特别 , 取 A = 10| 
得 出 : 苦 0 关 xo 和 和, 则 存在 wv€E XX* ,使 得 vl = 1,v(x) = | xo. 
证 令 B=A+tKzxo, 则 B 是 X 的 于 空间 ; 因 显 然 A 门 Kzro = 10|, 帮 B= 
入 外 Kzo. 定义 日 下 的 活 隙 区: 


utatAro) = Ap (a EA,AERK), 
划 & 显然 是 8 上 的 线性 泛 函 , u(a) = 0(Ya € AY,u(zro) = Pi 


| utx)| 1 
bal 3 ogubs Fzi se rten Ta + Axo 


hd _ 
se er | zs +A Teal 


i Ta al ZA 一 上 
于 面 用 到 o > 0 {何故 ?). 设 是 在 上 的 保 范 延 拓 ( 依 定理 2.4.3), 则 ‖ zl| 


一 上 zhe = 1, 


忆 参看 第 77 页 注 呈 ， 
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vtro) = u(ro) = op, vila) = uta) = 0(Ya € A). 
可 见 ww 正 合 于 定理 要 求 . 口 
初 看 起 来 ,定理 2,4.6 的 结论 与 证 明 似乎 皆 无 惊人 之 处 ,但 实际 上 它 已 为 一 套 
系统 地 使 用 的 方法 蓝 定 了 基础 . 关键 之 点 是 2.4.6 蕴涵 三 如 下 重要 结论 :; 
推论 2.4,7 Yrxy 世 XT 天 yy 号 ju 区", 使得 w(xr) 关 ww(y); 或 等 
价 地 ， 


T= yOYuE XN', 有 uur} = u(y) (2.4.6) 


证 若 x = y, 则 当然 w(x) = u(y)(Yau ER 反之 , 若 x 关 yy, 则 由 定 
理 2,4.6 有 ww E 和 ,使 得 


utx—y)= x-yl 0, 


从 而 n(x) 2 uy). 

推论 2.4.7 的 价值 在 于 , 它 为 判定 赋 范 空间 中 两 向 量 相等 提供 了 一 种 普遍 方 
法 ,其 形式 极为 简单 : 若 要 证 向 量 等 式 x = y (这 通常 是 个 光 限 维 问题 ), 则 只 要 
证 数量 等 式 


u(r)} = uty) (Yu€ XX'), 
后 者 往往 是 一 个 初等 问题 . 
应 用 以 上 思想 的 一 个 成 功 日 有 趣 的 例证 ,是 无 限 维 向 量 分 析 的 建立 . 所谓 向 量 
分 析 就 是 ( 实 变 ) 向 量 函 数 的 微 积分 学 ,其 基本 概念 的 定义 形式 上 与 经 典 微 积分 学 
并 无 区 别 , 设 cl'): [a,5] ~> X 是 一 向 量 值 函 数 .完全 照搬 经 典 微 积分 学 中 的 定 


义 , 令 


x (zt) = lim Et 5) (7) (1 Ea,b); (2.4.7) 
[za = lim, yiz(rn)an， (2.4.8) 


其 中 a = 名 < 之 = 是 [a,b] 的 任 一 分 划 , x EE [At = 
一 1 式 (2.4.7) 与 式 (2.4.8) 的 左 端 分 别称 为 函数 x(1) 的 导数 与 Riemann 积 
分 .性 给 ww 忆 允 ,容易 验证 


u(x (12)) = [u(r(r))], (2.4.9) 
(fra)= futat))d, (2.4.10) 


只 要 等 式 左 端 有 意义 .形式 上 ,以 上 两 式 林 解释 为 ; 
有 界线 性 话 函 与 微 ! 或 税 ) 分 运算 可 交换 . 
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若 导 完备，zr(t) 连续 , 则 如 微 积分 学 中 一样 可 证 明 式 (2.4.8}) 中 的 积分 存在 . 
定理 2.4.8(Newton-Leibniz 公式 ) 说 是 一 个 Banach 空间 , 蚌 数 zf) : 
iu,5] 一 X 有 连续 导数 , 则 成 立 


[ou = x(bp) — x(a). (2.4.11) 


证 等 式 (11) 两 边 有 确定 意义 旦 都 是 X 中 的 向 量 ,因此 ,这 是 一 个 证 明 向 量 
等 式 的 问题 ,正好 应 用 推论 2.4.7, Yu E X", 有 


(fd) = ul’))ae (用 式 (2.4.10)) 


= fulz(e) ld (用 式 (2.4.9)) 


=utr(b)) 一 artay) (用 Necwton-Leibaiz 公式 】 
=u(tT(b) — rta)), 


于 是 由 推论 2.4.7 知 式 (2,4.11) 为 真 . 

上 面 的 论 让 是 如 此 简捷 ,可 能 会 使 你 不 胜 惊讶 .实际 上 ,诸如 分 部 积分 公式 . 变 
量 代 换 公 式 等 结果 都 可 同样 轻 而 易 举 地 推广 到 Banach 空间 中 .我们 不 打算 再 举 这 
类 近乎 平凡 的 例子 ,只 是 指出 :借助 于 推论 2.4.7， 可 将 经 典 微 积分 学 中 许多 结论 ， 
提升 为 Banach 空间 中 的 相应 结论 ， 因而 避 开 对 结论 的 直接 证 明 ( 直 接 证 明 末 必 是 
平凡 的 ). 这 种 方法 应 用 如 此 普遍 日 高 度 标准 化 ,以 至 在 很 多 情况 下 ;几乎 是 例 行 的 
标准 程序 完全 可 以 省 去 ,这样 ,几乎 没 费 什么 力气 ,就 可 以 认为 已 确立 了 Banach 空 
间 中 的 向 量 分 析 . 然而 你 应 记 住 ,这 一 切 的 基础 是 Hahn-Banach 定理 | 鉴于 此 ,对 
于 Hahn-Banach 定理 的 应 用 价值 ,你 大 概 已 有 初步 印象 了 . 


$2.4.4 再 论 对 侦 室 间 


企 $2.3 中 ,我 们 求 得 了 车 十 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 通 式 . 不 过 ,很 难 
指望 对 一 般 的 赋 范 空间 获得 像 定理 2.3.2~2.3.6 这 样 明确 的 结果 . 这 就 产生 一 个 
问题 :如 果 对 于 X” 的 结构 都 泵 其 了 解 ,还 能 将 其 应 用 于 对 X 的 研究 吗 ? 实际 上 ， 
在 X” 的 许多 应 用 中 ,未 必需 要 关于 X* 的 太 多 信息; 特别 ,未 必需 要 w € XxX" 的 
基体 表示 . 在 很 多 情况 下 ,我 们 所 需要 的 美 于 多 的 知识 , 仅 限 于 Hahn_Banach 定 
理 而 己 . 下 面 就 来 说 明 , 应 用 Hahn-Banach 定理 (当然 包括 其 推论 )， 能 获得 关于 X 
与 YY” 的 哪些 一 般 结 论 . 

定理 2.4.9 设 久 交 ACX, 则 A 是 和 的 基本 集 司 41 二 101. 

证 若 A 是 基 本 集 , 则 spanA = 已 . 任 取 ww€ At, 直接 看 出 。 外 {spanA )!. 
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gzrEX, 取 jiCspana, 使 二 -一直 , 则 2r)= limut zx, ) = 人 0. 因此 2 = 站， 
故 得 4- = f01. 反之 ,车 和 不 是 基本 集 , 则 有 ro。 E X\ spanA. 由 定理 2.4.6, 有 
口 
你 不 妨 回 忆 一 下 定理 1.5.5, 它 包含 了 这 样 的 结论 : 若 A = je 是 Hilbert 空 
闻 而 中 的 标准 正 交 系 , 则 4 为 标准 王 交 基 全 AL = 10). 定理 2.4.9 可 看 作 上 述 
结论 在 赋 范 空间 中 的 推广 . 
利用 定理 2.4.9 来 判定 基本 和 集 有 时 十 分 简便 .例如 , 设 1 志 p= gi(g -1)< 
0, 有 = xa :ETT = [a,bl(a < 之 5), 今 指明 A 是 L?(7) 的 基本 集 (参考 
例 1.3.8(ii)) .事实 上 , 若 wE 4 , 则 vvE (7 门 (用 定理 2.3.3), 且 


| vy)dy =0 (YzEJ), 


对 上 式 求 导 得 v(x) = 0,a.e.. 因此 At+= 10|, 从 而 A 是 L*(7) 的 基本 集 . 
定理 2.4.10 XX 可 等 了 皮 同 人 到 久 "* 中 . 
证 对 任 给 x 忆 贸 , 定义 
Tu) = ur) (uw EE XX*), (2.4,12) 


则 直接 看 出 EX**, 自 jx 人 | 所 zi . 当 x =0 时 显然 =0. 车 xz 关 0, 则 
由 定理 2.4.6 有 z EX ,使 外 ai =1az)= 上 zl ,因此 


Hz = a) = ||， 
故 得 1 z1 = 中. 这 就 得 到 等 距 上 映射 
于 (2.4.13) 
主 定 义 如 式 (2,4.12). 由 式 (2.4.12) 直 接 看 出 了 是 线性 的 ,因此 , 工 就 是 所 需要 的 
等 距 由 人 {参看 定义 1.1.6). 口 


映射 式 (2.4.13) 称 为 从 关 到 X** 的 正则 嵌入 .车 等 司 x 与 二 , 则 不 妨 认 为 居 
之 XX'“. 这 意 际 着 ,每 个 x EC 六 有 吧 重 含义 :-- 方 面 , 它 是 X 中 的 向 量 ;同时 , 它 又 
可 看 作 XX” 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 即 由 式 (2.,4.12) 定 义 的 z ), 这 种 观点 初 看 起 来 似 
乎 可 能 注 生 混乱 ,但 它 凸 显 了 X 与 X” 之 间 的 对 侦 关 系 ,特别 富有 启发 性 .关键 的 
思想 在 于 :既然 > E 大 也 可 看 作 有 界线 性 泛 函 ,那么 ,对 于 有 界线 性 泛 函 成 立 的 结 
论 亦 可 用 于 向 是 x. 例如 ,我 们 不 必 证 明 就 可 断言 
(i) 关于 工大 有 向 量 范 数 公式 (参照 式 (2.3.1))， 
zl = sup tau{x) 1, (2.4.14) 


uEX ,ulel 


104 ， 第 “ 章 线性 算 子 与 线性 证 蝴 


(i) 性 给 4 所 天 ,4 有 界 人 ww EX ,u(tA) 在 有 K 中 有 界 (参照 定 理 1.4.3 
_{iv) ,注意 此 人 外 不 必要 求 久 完 香 ). 
最 后 … 个 说 明 给 你 留 下 一 个 遗憾 : 多 与 XX” 中 的 命题 并 非 完 全 互 成 对 应 . 久 
未 必 是 完备 的 ,而 基 ” 则 必定 完备 ,这 已 显示 出 XX 与 X* 之 间 的 不 对 称 性 .问题 在 
于 ,虽然 了 ”是 X 的 对 偶 空 间 , 但 处 并 非 X* 的 对 偶 空 间 , 因 而 不 能 说 XX 与 %* 醛 
为 对 偶 , 除 非 X = X"'. 仪 当 X = 义 "" 时 ,上 述 的 不 对 称 性 才 得 以 消除 ,致使 处 
与 六 ”之 间 的 对 侦 关 系 达 到 很 完美 的 程度 . 这 样 的 X 无 疑 会 有 更 好 的 性 质 ,因此 
作 以 下 定 交 ， 
定义 2.4.11 若 正 则 嵌入 式 (2.4.13) 为 同 构 , 则 称 X 为 自 反 空 间 . 
有 限 维 赋 范 空间 、Hilbert 空间 与 5* 字 间 (1 之 p < co) 都 是 自 反 空间 . 自 反 空 
间 的 优势 在 于 , 它 在 很 多 方面 远 比 一 - 般 赋 范 空间 更 接近 于 Hilbert 空间 .在 81.6 
中 ,我 们 提 到 空间 L?(0) 较 之 C" 0) 具有 更 好 的 结构 ,其 主要 理 用 就 在 于 ; 
LO)(l < p< so) 是 自 反 空间 ,而 C*(0Q) 出 不 是 . 
作为 X ”的 对 偶 空间 , 区 "“ 必然 是 完备 的 ;因此 , X 在 X** 中 的 闭 包 六 ( 它 
是 X"” 的 闭 于 空间 ) 亦 是 完备 的 , 故 是 X 的 完备 化 . 这 就 顺 使 得 到 了 定理 11.8 
的 一 个 极 短 的 证 明 ( 惟 一 性 部 分 易 直 接 证 明 ). 
上 节 中 已 考虑 过 对 偶 算 子 概念 , 坝 在 应 用 本 节 介 绍 的 基本 定理 得 出 蘑 些 进 一 
步 的 结论 .首先 完成 等 式 1 2 | = 1 T1《 式 (2.3.20))? 的 证 明 , 为 此 只 要 证 明 
| TH 过 | 芽 " 上 (参看 命题 2.3.9 的 证 明 ). 设 xE XX 使 z=1,Tz 关 0, 则 
有 zvEY ,使 上 vl = 1,v(Tr) = 7x | (用 定理 2.4.6). 于 是 


| Tr = Tw aT vlllrl = TT |, 


这 推出 了 过 | 了 ”| (用 式 (2.1.7)), 如 所 要 证 . 
者 了 E L(X, 了), 则 关于 线性 方程 


Tr=y (2.4.14), 


与 
一 (2.4.15), 
的 可 解 性 问题 出 现在 许多 应 用 领域 . 显然 ,方程 (2.4. 14), 有 和 解 洁 yE R(T),x 是 
方程 {2.4,14) 的 解 全 工人 NIT). 由 此 可 见 ,线性 方程 的 可 解 性 问题 骞 切 联系 
于 核 与 值 域 的 性 质 .下 面 是 关于 核 与 值 域 的 一 个 简单 结果 . 
命题 3.4.12 设 TEL(CX,Y), 则 


N(T) =+ ROT*), NT ) = R(T), {2.4.16) 
tN(T’) = R(T). (2.4.17} 
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关于 零 化 子 的 记号 依 式 (2.3.14)， 
证 ”对 于 式 (2.4.16) 仅 证 前 -- 式 ,后 者 是 类 似 的 . YE X, 有 


Tr=0 和 (Cw,Tr) 二 0(YvE YY") (用 推论 2.4.7) 
ST vor) = 0(¥v €E Y') (A 有 (2.3.160)) 
ret R(T'), (用 式 (2.3.14})) 


这 得 出 N(T} =+ RCT'), 

其 次 证 式 {2.4.17). 利用 式 (2.3.16) 直 接 看 出 RCT) C+ N{T'), 易 见 
-~ N(T*) 是 闭 的 , 故 RCT) C+ N(T*). 为 证 天 CT 也 NT) ,只 要 对 所 
YA 天 (CT 证 y EL NT )， 由 害 理 2.4.6, 有 ww € R(T)+ (CC R(TY = 
NNT”), 用 式 {2.4.16)) ,使 得 vty) 关 0, 因而 y 七 1 N(T*), 如 所 要 证 ， 口 

利用 方程 (2.4.14),(2.4.15)? 可 将 式 (2.4.16) 解 释 划 下 : 

(0 7 是 方程 (2.4.14)o 的 解 全 x 正 交 于 任何 T*v(v EE YY ); 

{ii) vw 是 方程 (2.4.15) 的 解 全 vw 正 交 于 任何 Tx(x € 买 ). 

这 些 事实 在 积分 方程 理论 中 是 闵 知 的 . 

对 等 式 (2.4.17) 亦 可 作 类 似 的 解释 . 不 过 ,你 可 能 注意 到 , (2,4.17) 显 得 有 些 
不 和 潜 , 它 似乎 应 改 成 NIT") = R(T), 而 且 还 应 有 一 个 等 式 N(T)+= 
民 (T ) 与 之 配对 , 可惜 ,这 种 说 想 上 共有 在 一 定 附 加 条 件 下 才能 实现 (参考 定理 
2.4.13 与 定理 3.3.7). 

在 线 往 代数 中 有 以 下 熟知 结论 :车 A € K”", 则 rank A = nz 污 线性 方程 
A'x =0 只 有 零 解 . 换 成 算 子 的 说 法 就 是 : A 为 满 射 人 NI(ATD = [0 下 而 是 这 
一 事实 的 尤 限 维 推广 . 

定理 2,4.,13( 满 射 定理 ) 设 义 ,Y 是 Banach 空间 , 7 € L(X,Y). 则 RT) 
= Y 今 T” 有 有 界 首 ; R(T') = 及 "富有 有 界 逆 ; 冰 本 是 满 丑 , 则 R(T*) = 
NCT) ; 着 下 ' 是 满 射 , 则 RCT) = N(CT?*). 

注 此 处 工 有 有 界 逆 意 指 : 全 是 单 射 且 丁 ' : R(T) 一 天 有 界 ( 人 参考 命题 
2.1.8). 


§2.4.5 分 离 定理 


现在 介绍 Hahn_Banach 定理 的 另 一 组 推论 ,它们 共有 明显 的 几何 特征 ,在 涉及 
凸 性 的 问题 中 有 广泛 应 用 . 
设 X 是 实 吴 范 空间 . 任 给 a ,5 EE 筷 ， 称 点 集 
lableatia+(- 7 :0T1L1 (2.4.18) 


为 居中 以 ap 为 端点 的 线段 ,车 ACKR,Ya,58 EA 有 A, 有 [a,5] 己 A, 则 称 A 为 


”106 ， 第 二 章 ”线性 算 子 与 线性 证 六 


凸 集 .常见 的 凸 集 有 : 

《9 子 空间 ; 子 空间 的 平移 象 ( 即 形 如 a + A 的 集 , A 是 子 空间 ). 

(ii) 半空 间 ;: 设 0 和 天 EX PER, 则 形 如 天 (六 月 ,古人 人 委 且 革 ( > 
B) 与 六 (wu < B) 的 集 都 称 为 半空 间 ， 

(iii) 和 开 球 与 闭 球 . 

车 a; EX,A 之 0(1 入 i 和 ),24 = 1, 则 称 ;Xa 为 1a;i 的 凸 组 合 . 例 
如 ,由 (18) 定 义 的 线段 La,5] 中 每 点 都 是 fa ,5 的 凸 组 合 .用 归纳 法 可 以 证 明 ， 
4 所 其 是 吓 集 全 4A 中 任何 有 限 个 点 的 凸 组 合 均 属 于 4， 

设 A,BCX,0wEXx*,r€R. 车 

utA) 世 ru(B), (2.4.19) 

即 w(a) 志 rwt6)(Ya EA,YbEB), MN 集 有 与 B 分 别 位 于 闭 的 半空 间 


Xr 与 X(t 站 +) 


tb) 


中 ,此 时 说 超 平面 X(w = x) 分 离 集 4 与 B (图 2.4(a)), 若 
u(tA) <r < w(tB), (2.4.20) 


即 w(a) <7r<w(p)(Ya € A,Y8 EB), 则 集 有 A 与 B 分 别 位 于 开 的 半空 间 
Klu rr) Xn > rr) 
中 ,此 时 说 超 平面 X(x = >) 严格 分 离 A 与 B {图 2.4{b)). 直观 上 很 明显 ,即使 及 
门 B= 好 ,4 与 B 亦 未 必 可 用 超 平面 分 离 .可 分 离 性 强烈 地 依赖 于 A 与 B 的 凸 
性 .下 面 是 一 个 基本 的 结果 . 
定理 2.4.14( 分 离 定理 ) 设 AA,B CC 多 是 非 空 凸 集 . 
人 着 A* 关 V,A' 门 B= 名, 则 存在 w XX" ,xr ERR, 使 得 


uA ru(B). (2.4.21) 
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fi 若 A 为 紧 集 , B 为 闭 集 , A 门 B = 人 名, 则 存在 w 多 " ,rr 5 RR, 使 得 不 
等 式 (2.4.20} 成 立 . 

证 (i 还 明 的 关键 是 应 用 Hahn-Banach 定理 , 因 和 包含 -- 些 技术 性 细节 而 略 嫌 
过 长 , 帮 从 略 ( 和 参考 文献 [10]82.10). 

(in 证 明 的 基本 想法 是 用 两 个 凸 开 集 将 4 与 B 分 离 , 然 后 应 用 (i). 令 

U= rEXid(lr A)<e|l, V= IrEX:d(r,B)< el. 
显然 ACU,BCV,U 与 VY 是 开 集 (参考 第 一 章 习 题 16). 稍 细 的 验证 知 UU 与 V 
亦 是 上 内 集 .选取 * 充分 小 ,使 CE 站 V = 名 . 这 种 e 必 存 在 ,否则 , 必 有 {zx,| 己 XX， 
使 dx, ,A) 一 0,d(z,,B) 一 0(tn -oo). 而 这 又 推出 存在 1a,lCCA,)b,]CB 
使 a, 一 81 ->0(n 一 0%), 因 A 为 紧 集 , B 为 闭 集 ,不 妨 设 a, 一 a EA,p, -> 
2aE Bin-r 0), 从 而 a EE A 门 B, 而 这 六 盾 于 A 人 门 昌 = 21 因此 UU 与 V 是 本 
不 相安 的 开 凸 集 . 由 (人 ,有 2 和 和 rr 入 及 ,使 得 ur 
au(V) (从 而 不 等 式 {2,4,20) 成 立 ). 否 则 ,有 x EV 使 w(x) 7x. 必 有 xzE 久 使 
uz) <0( 人 和 何故 ?). 因 Y 为 开 集 , 故 当 8 > 0 充分 小 时 + 吕 EV, 而 
玉 ( 人 十 B) = 了 +Baefze) < 

这 矛盾 于 所 uC(V). 品 

通常 认为 ,分离 定理 是 Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 ， 它 的 应 用 如 局 Hahr- 
Banach 定理 本 身 - 一 样 广泛 .在 山 分 析 、 最 优化 理论 等 数学 分 支 中 ,分 离 定 理 的 应 用 
尤其 常见 .然而 令 人 为 难 的 是 ,眼下 却 难 以 举 出 特别 有 趣 的 例子 ,除非 先 准 备 一 大 
堆 概 念 与 预备 知识 ,这 显然 不 是 你 乐意 看 到 的 . 不 过 ,以 下 的 例子 还 不 算 复杂 日 蚂 
有 意义 . 

例 2.4.15( 对 伪 锥 ) 若 k 己 天 满足 iK C 忆 KCYL > 0), 则 称 玉 为 锥 , 称 

和 AuEX’ :nu(K}0| 

为 天 的 对 偶 锥 , 令 K"”= (KK 六. 苦 半 是 实 自 友 空间 , K 二 久 是 锥 日 为 闭 同 
集 ,如 k= 

证 不 难看 出 KCKkK**， ' 关键 是 让 一 K*”. 由 式 自 度 得 出 反 ” CX. 设 
出 X\ ,只 要 让 x 蕊 KK"', 即 有 ww EEK’ 使 w(x) 之 0. 分别 以 | 与 反 代 

与 如 应 用 定理 2,4.14( 让 ,得 出 EX" 与 和 及 ,使 得 wz) < < u(K). 
人 YEK 与 i>0, 有 tyEK. 因 KK 是 闪 集 , 令 : 一 0 得 0€E KK. 于 是 < uv(0) 


= 从 而 u(x) <0. 余下 只 要 证 w € K'. 用 反 证 法 :着 uw EEKK" ; 间 有 xzEK， 
使 得 (zy < 0, 于 是 


-= limita(z) = limw(iz) 六 rr， 
Lr 1 ry 


这 显然 不 可 能 . 
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$2.5 弱 收敛 


在 同一 哨 数 类 (例如 连续 函数 类 ) 中 ,可 以 考虑 多 种 不 同 的 收 合 性 (例如 一 致 收 
煞 , 平 均 收 化 与 点 态 收 全 等 ), 这 是 你 在 $1.2 中 已 看 到 了 的 . 现在 要 指出 ,即使 在 
一 个 抽象 的 赋 范 空间 X 中 , 亦 可 考虑 范 数 收 敏 之 外 的 其 他 收 敏 . 范 数 收 化 固然 有 
良好 的 性 质 ,但 往往 要 求 过 强 . 例如 ,空间 C(J) 中 的 范 数 收 敛 就 是 一 致 收敛 .我 们 
知道 ,即使 对 于 微 积 分 学 中 的 一 些 问 题 ,如 积分 号 下 取 极 限 ,一致 收 敏 也 不 是 必要 
的 .因此 ,考虑 弱 于 范 数 收 敏 的 收 伍 性 有 其 现实 意义 ， 


82.5.1 对 收敛 及 其 刻画 

下 面 平 行 地 考虑 和 与 区 ”中 的 弱 收 化. 

定义 2.5.1 设 1z,| 忆 针 与 14| 忆 多 * 是 两 个 序列 . 

(站 若 x EX,YuEX ,有 (zx,) 一 wr)(n -> o0), 则 说 fz, | 昔 收 敏 于 
工 ， 记 作 zx, 一 x{n— co) 

{说 若 EX ,YIEX, 有 wr) u(r)(n 一 00), 则 说 fu} 螺 * 收 伍 于 
,i 记 作 He n(n co), 

显然 , 台 " 收 钱 就 是 在 和 上 的 点 态 收 般 , 若 和 是 自 反 空间 , 则 X* 中 的 绊 * 收 
敏 就 是 红 收 敏 .在 一 般 情 况 下 , 绕 “ 收 伍 可 能 弱 于 弱 收 入. 

直接 者 出 ，z, 一 工 如 一 Ti 全 让 全 2 即 范 数 收 租 强 于 弱 收 敏 与 
弱 " 收 伍 .因此 ,也 将 范 数 收 伍 称 为 强 收 敏 .其 dimX < co , 例如 设 和 = K", 则 在 
瑟 中 

下 和 (x,ei) 
> — I， 
rr (所 7n) 《二 一 oo), 

其 中 le 上 是 K" 的 标准 基 . 可见 z+ 中 一 zx 全 宙 0 -( 有 -oo)， 因此 ,在 有 限 维 赋 
范 空间 中 弱 收 分 与 强 收敛 没有 区 别 . 

下 面 对 弱 收 伍 给 出 形式 上 更 弱 的 条 件 , 以 使 实际 判定 弱 收 伍 时 更 加 容易 .在 以 
下 定理 中 ,基本 集 概念 是 关键 的 (参考 定义 1.3.7(ii)》， 

定理 2.5.2 设 B 与 0G 分别 为 XX 与 x" 的 基本 集 . 

(人 设 rre EXn = 11,2,…), 则 x, 一 z 的 充 轰 条 件 是 


supl Ta < oRBur) ur oo, Yu EC). (2.5.1) 
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( 设 esao 区 (2= 12…) 则 az 到 zx 的 充分 条 件 是 : 
‘suplla | < u(r) ur ln ,Yr EB). (2.5.2) 


当 关 完备 时 , 式 (2.5.2) 是 4 全 az 的 充 要 条 件 . 

证 位 若 z, 一 z, 则 Vw EX ,|utzx,)| 有 界 ,于 是 由 一 致 有 界 原理 推出 
| xz 《看 作 X"” 中 的 序列 ) 有 界 .因此 条 件 (1) 满 足 . 

其 次 , 设 条 件 (2.5.1) 式 满足 , 令 8 = sup | zx; 上. 任 给 x 万 臣 "，, 要 证 w(x,) 
(rln oo), Ye>0, 取 wwE€ spanG, 使 x-wl < 之 ee. 条件 (2.5.1) 式 
显然 推出 u(xz,)】 一 u(x)(n -> 吕 ), 因此 有 NN > 0, 使 得 


{v(x ) — vr) [< ee (Yn N). 
于 是 , 当 n 之 NN 时 ,有 
{ulxa) — alr) | wm) — vr) tl vor) — vr) | 
+1 vtx) ~ n(x) | 
<la-vlt|zl + lzll)+te 
<elB+ zl +1), 


这 表明 u(x,) 一 u(x)(n 一 oo), 如 所 要 证 . 
Gi) 的 证 明 是 类 似 的 , 仅 有 的 区 别 是 ,在 证 ww 二 w=> sup | us | < co 时 ,为 
用 一 致 有 界 原理 2.4.3(iv) ,要 求 X 完备 口 
简单 地 说 ,定理 2.5.2 表明 ,为 判定 有 界 序列 弱 收 伍 或 弱 " 收敛 ,只 要 判定 它 
在 某 个 基本 集 上 点 态 收敛 就 够 了 .而 基本 集训 以 取得 尽 可 能 地 * 小 "( 例 如 是 -可 数 
集 ) ,因而 弱 收 剑 ( 或 弱 * 收 伍 ) 条 件 有 可 能 表达 得 很 简单 . 特别, 对 于 常用 的 空间 


[与 CT) ( 依 81.2), 可 以 由 定理 2.5.2 推出 ,其 中 的 弱 收 伍 具 有 人 们 熟知 的 形 
本 


例 2.5.3 (i 空间 (1 < p< co) 中 的 弱 收 仇 . 设 9 = pj(p -1),|e! 基 
(二 《1) ) 的 标准 基 , 因 而 也 是 2 的 基本 集 ( 例 1.3.8(i). 注 意 到 对 任 给 > = 
(xz) EE 2, 有 (ei,7r) = XZ: (记号 依 式 (2.3.13)), 由 定理 2.5.2 得 出 结论 ;在 上 中 
0 一 的 充 要 条 件 是 


suplzl ,<r (nroo,yitEN). (2.5.3) 


换言之 ,中 有 界 序列 的 弱 收 唐 亦 即 按 坐 标 收 襄 . 
(站) 空间 (J) 中 的 弱 收 合 (1 之 p<<o0,J = [a,bJ,a <5). 设 g= pip 
一 DD, 取 L'(J)(= L*(J)") 的 基本 集 1x16.5j :x EJ (参考 例 1.3.8( 才 )), 则 由 
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定理 2.5.2 得 出 绪论 :在 L*(J) 中 ,一 u 的 充 要 条 件 是 


sup | za ,< 且 | u(y)dy = | u(y)dy (no,rt€)). 


(2.5,4) 


ii Hilbert 空间 中 的 弱 收 敏 . 设 电 是 一 Hilbert 空间 . je : i E N| 是 其 标准 
正 交 基 , 记 2， = 《x,e,》. 则 由 定理 2.5.2 推出 ;在 片 中 x'" 一 zx 的 充 要 条 件 是 


supl zz | <mE i (xn>mo,Vi€N). (2.5.5) 


换言之 ,HH 中 有 界 序 列 的 弱 收 合 即 按 正 交 坐 标 收 全 . 由 此 特别 推出 ,序列 |e | 弱 收 

人 敏 于 零 , 但 它 显然 不 强 收 伍 于 零 . 将 此 结论 用 于 三 角 函 数 系 ( 式 (1.5.18)) 得 出 ,在 
Li[-— mr] 中 sinnr—0(n -> 00), 但 可 指出 在 (0,r) 内 sinnx 处 处 丰收 化 于 0. 

(iv) 空间 CU ) 中 的 弱 收 敏 (了 = [a ,区 ,aa 区 可 今 指出 ,在 CC 门 中 二 一 

的 充 区 条 件 是 

sup| ao<c 且 mm 人 (z) 一 ar) (ro YrEl). (2.56) 


换言之 , C{J)j 中 有 界 序列 的 弱 收 伍 即 点 态 收 伍 . 事 实 上 ,车 ww ,Yr 和 三 定义 
flu) = az EC NW € C0)’, 因而 (x) > fC), Dw (x) 
产 Ww(T)(n 局 史 ). 反之 ,车 条 件 (2.5.6) 式 满足 , 则 YYv € BV,CI( = CD 依 
定理 2.3,4)}, 有 


im] wlz)dv(7) = (x)gv(z) (用 控制 收 全 定理 )， 


故 得 Wn 村 、 

现在 再 回 到 一 般 的 弱 收 敛 概 念 .如 同 强 收 但 一 样 , 弱 收 伊 的 极限 是 惟一 的 (请 
试 证 ), 昌 具有 通常 极 限 的 运算 性 质 { 如 zx 一 zy, 一 y 过 z+ 和 一 了 十 ) ,这些 
都 容易 直接 用 定义 2.5.1 验证 -但 关于 红 收 敏 的 这 人 讨论 并 不 简单 , 旦 显示 出 与 强 
收 敏 有 重大 差别 ,这 些 都 不 能 在 此 详 述 ， 下 面 只 不 如 证 明 地 叙述 一 个 最 重要 的 结 
果 , 它 不 仅 应 用 广泛 ,而 且 显 示 出 弱 收 敏 与 强 收 伍 的 深刻 差别 . 

定理 2.5.4 自 反 Banach 空间 中 任何 有 界 序列 包含 弱 收 伍 子 列 ， 

显然 ,定理 中 的 " 弱 收 分子 列 " 绝 不 能 改 为 “ 强 收敛 子 列 ”, 除 非 空间 是 有 限 维 的 
(参看 定理 1.4.8) ,定理 2.5.4 的 意义 在 于 , 它 表 明 自 反 空间 中 的 有 界 集 在 弱 收 敛 
意义 上 具有 某 种 " 紧 性 .这样 ,就 可 将 一 些 基于 紧 性 的 结果 推广 到 弱 收 敏 的 情况、 
你 很 快 就 要 看 到 这 样 的 例子 (如 网 定理 2.5.6). 
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$2.5.2 某 些 应 用 


弱 收 和 分 概 念 的 应 用 可 分 为 两 类 ,其 一 是 用 于 研究 收敛 性 ,这 通常 涉及 某 个 特定 
的 有 界线 性 泛 函 序列 ,并 需 应 用 定理 2.5.2; 其 二 是 用 于 某 些 需要 红 收 敏 条 件 的 论 
证 ,这 类 应 用 并 不 涉及 特定 的 弱 收 敏 序列 . 对 于 以 上 郑 类 应 用 ,下 面 各 举 一 例 加 以 
说 明 . 

例 2.5.5( 求 积 公 式 的 收敛 性 ) 给 定 区 间 了 = [a ,5] 的 分 点 {x21: 


AT 和 I n= 1,2,.… 


与 实 系 数 4 (0 上 n,n 一 1,2.…), 称 


fla)dr ~ DY Alulal) (u € CO)) (2.5.7) 
为 求 积 公式 若 
[urd = im As(a) (Yu€ CCD)， (2.5.8) 
加 = ki 


则 称 求 积 公式 (2.5.7) 上 收敛 . 今 要 求 出 式 {2.5.7) 收 全 的 条 件 .为 此 ,分 别 以 ln) 
与 所 (wu) 记 式 (2,5.7) 之 两 端 , 则 f,f, € C(J)' {参考 式 (2.3,10) 与 例 2.3.5 
()) ,而 式 (2.5.8) 即 f(a) 一 a)(n 一 ,ww CCC)), 这 正 意味 着 一/. 
为 应 用 定理 2.5.2, 取 C(J) 的 基本 集 B = !x* :有 € Z|}, 于 是 


mfSsuplfl < of ) > fr) (nm mk0). 


现在 假定 公式 (2.5.7) 有 n 阶 代数 精度 ,这 意味 着 当 是 次 数 过 有 的 多 项 式 时 式 
(2.5.7) 成 为 严格 等 式 , 则 (x*) = f(x)(n 之 衣 ), 于 是 由 定理 2.5.2(i 有 


ff sup ££ < oo， 
用 类 亿 填 例 2,3.5(ii) 的 方法 可 以 得 出 
| 六 1 = > | Ag | . 
因此 有 结论 : 苦 求 积 会 式 (2.5,7) 有 2 阶 代数 精 诬 , 则 它 收 敏 的 充 要 条 件 是 
sup > | ax 1< co. (2.5D) 
特别 , 若 4 之 09, 则 取 &= 二 1 得 
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> |All= flu = flu) = ba, 


可 见 此 时 条 件 (2.5.9} 式 平凡 地 满足 ,因而 求 积 公式 必 收 化. 

由 例 2.5.5 直接 得 出 结论 :数值 积分 公式 中 的 梯形 公式 、Simpson 公式 ,Cotes 
会 式 等 都 是 收 敏 的 . 你 从 这 些 事 实 看 出 ,用 泛 函 分 析 方 法 所 达到 的 结论 具有 效 大 的 
普遍 价值 . 

现在 考虑 应 用 验收 敛 的 第 二 个 例子 ， 

定理 2.5.6 设 天 是 自 反 实 Banach 空间 , D CX 是 有 界 闭 凸 集 , / :DD 一 RR 
在 以 下 意义 上 连续 : 

TA rr EE Dz) SE lm, yy {2.5.10) 


则 f(z) 站 也 上 取得 最 小 值 ， 

证 “证 明基 本 上 是 定理 1.4.4( 订 之 证 的 一 个 改制 , 令 a = ipff(z), 取 序 列 
fx!lCCD, 和 使 f(x) > a(n -> 00). 由 定理 2.5.4, 不 妨 设 zx, 一 x. 必定 x D, 
省 则 由 分 离 定理 2.4.14 有 ww € XX",r 了 , 使 得 


ulr) < r< wD). 
另 一 方面 ,由 x, 一 xz 推出 w(x,) 一 u(r)， 得 出 率 盾 .于 是 由 条 伞 (2.5.10) 式 得 
Fr) Elim,) = a f(r), 


这 推出 fz) = a, 从 而 玫 z) 是 了 在 D 上 土 的 最 小 值 . 口 

定理 2.5.6 为 说 明 弱 收 敏 的 作用 提供 了 一 个 典型 例子 .在 泛 栈 分 析 中 ,要 考虑 
包括 姑 收 敛 在 内 的 多 种 收敛 性 ,你 可 能 会 为 此 而 感到 困惑 . 或 许 以 为 , 较 强 的 收敛 
更 有 价值 ,而 如 收敛 苑 使 有 用 也 相形 匈 细 . 其实 这 是 一 种 误解 ,从 慰 辑 上 说 ,如 果 收 
伍 性 出 现在 命题 结论 中 ,那么 它 外 然 越 强 越 好 ;相反 ,如 果 收 敛 性 出 现 于 命题 条 件 
中 , 那 它 就 越 绊 越 好 了 . 在 很 多 情况 下 ,一 种 较 绊 的 收敛 可 能 已 包含 问题 所 需 指 人 
息 ,而 验证 收 敏 条 件 又 乔 易 得 多 .鉴于 此 ,你 就 能 够 理解 ,有 多 种 收 敏 性 (包括 较 弱 
的 收 伍 性 ) 可 供 选择 ,其实 是 一 件 很 有 益 的 事 . 


$2,5.3 算 子 序列 的 收 钱 性 


现在 将 弱 收 和 伍 加 想 用 于 算 子 序列 . 设 了.T, € L(X,Y)(n = 1,2,…). 对 
| 二 .| 可 考虑 以 下 三 种 收 熏 性， 

一 致 收 化: ‖ 了 - 工 | 一 0, 即 依 算 子 范 数 收 敏 ; 

强 收 倒 : Tx 一 Tray 毛 久 ), 即 点 态 收 就 ; 

弱 收 癌 : 了 全 了 
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“- 臻 收 各 " 一 词 , 不 免 使 人 联想 到 通常 意义 王 的 一 致 收 伍 ,二 者 确 有 联系 : 序 
列 | 人 末世 工 (和 ,YY) 一 致 收 敏 于 工 往 L(XKX,Y) 的 充 要 条 件 是 ,在 任何 有 办 集 
BCX 上 Tx Tri 址 0(n 一 00). 苦 六 = KK, 则 此 处 所 说 的 强 收 化 与 纶 收 
化 一 致 ,一 者 均 重 合 于 定义 2.5.1 意义 下 的 弱 " 收 化 .在 一 般 情况 下 ,显然 一 致 收 
化 > 强 收 证 一 弱 收 敏 , 三 者 可 能 互 不 相同 ， 

例 2.5.7 (说 了 后 工人) 人 aa = 12,…) 定义 为 


了 ,了 三 Dre; (r= (x,)E€E 1), 


让 一 下 


其 中 je 是 六 的 标准 基 . 显 然 Tr 一 0(n 一 0,YzxE7), 即 17,| 强 收 证 于 零 
算 子 . 田 一 方面 ,由 Tz | 过 x 上 及 Te, = ee, 得 出 是 工 =1, 可见 和,| 
并 不 一 致 收敛 于 工 = 0. 
(让 设 芽 EL)(n = 1,2,…) 定义 为 
Tr = re (x = (x) EF), 


则 显然 有 Tz 一 0 {参看 例 2.5.3()) ,因而 序列 1 了 .1 弱 收 敏 于 个 = 0. 但 Te, = 
ce, 声 0(n 一 %), 因此 17T,| 不 强 收 合 于 个 = 0. 

以 下 结果 可 看 必定 理 2.5.2(ii) 对 算 子 序列 的 推广 . 

定理 2.5.8 设 关 与 Y 是 Banach 空 间 , 1Ti CELOX.Y), 则 {TT,| 强 收 合 
的 充 要 条 件 是 : . 

人 1T,| 一致 有 界 , 即 sup | TT, 中 < co 

(ii) 存在 X 的 基本 集 日 , 使 得 Yz E 日 ,1T zi 收 化 . 

证 必要 性 直接 从 一 致 有 界 原理 得 出 ,下 面 证 充分 性 . 

设 条 件 (),( 记 满足 .从 条 件 ( 让 推出 ，Y x € spanB ,Tri 收 化 Y x 人 色 ， 
Ye>n, 取 yEspanB, 使 rz-y|<s, 出 

| 了 xzx — Tz 委 || Tr— Ty + | Ty — Tuy 
+1 | Ty- Txl 
<ell T+ T+ Ty Tyll 


及 条 件 人 推出 1T, x} 是 Cauchy 列 ; 因 Y 完备 , 礁 1Tzl 收 敏 ,以 Tz 记 其 极限 ， 
则 


Tr = im (rE XN). (2.5.11) 
由 式 (2.5.11) 定 义 一 个 算 子 了 : X -> Y, 它 显 然 是 线性 的 . 由 
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| Tr = fm Tr liml TH lz 


推出 TE LX,Y}H. 
TT 寺 lm|| TT, |. (2.5.12) 


式 (2.5.11) 表 明 1 了 ,| 强 收 敛 于 工 . [0 

算 子 序列 强 收 化 常常 足以 推出 一 些 很 强 的 结论 , 又 不 像 一 致 收 伍 那 样 难 以 验 
证 ,因而 被 广泛 使 用 .下 而 仅 从 一 个 方 而 的 应 用 加 以 说 明 . 

套 1T CL(X) 强 收 黎 于 单位 算 子 了 令 x = Tiz(zEX) 则 过 
za 一 oo), 这 样 , |T 就 提供 了 一 种 构造 逼近 序列 的 一 般 方法 .例如 , 取 磋 = 
Ct), = La,5](a < 5),P 是 J 上 的 多 项 式 之 全 体 , fT CL(X) 强 收敛 于 单 
位 算 子 , R(T C P(r =1,2,7), Yu€ CD), 令 w= Tu, 则 ul 是 J 上 
一 性 焉 近 x 的 多 项 式 序列 .而 由 定理 2.5.7, 为 验证 | 工 ,| 强 收 化 于 单位 等 子 , 只 需 
验证 sup1 站 < ee 外 Te 二 (cy 和 Z,) 就 够 了 .这 就 得 到 一 种 构造 
一 致 逼近 多 项 式 的 一 一 般 方 法 .非常 有 趣 的 是 ,这 一 方法 为 一 “党 名 的 经 典 结论 提供 
了 新 的 证 法 .下 面 就 是 一 个 版 有 说 服 力 的 例子 ， 

例 2.5.% Bernstein 多 项 式 ) 任 给 w € CH0,1], 令 


w(x) = Ss) ae) a Bulr), (2.5.13) 
则 ua《 工 )》 是 次 数 A 的 名 项 式 , 称 为 Bemstein 多 项 式 . 因 
wo) Sah) = Wl. 


故 由 式 (2.5.13) 定 义 一 个 CL0,1] 上 的 有 界线 性 算 子 B,, 它 满足 8B, 之 1 今 
证 1B,1 强 收 僵 于 单位 算 子 .由 定理 2.5.8, 只 要 对 仔 给 mw € 2, ,证 Bx 字 z"(n 
一 co) 为 此 对 m 用 归纳 法 , 显 热 Br' 二 1. 设 wr 守 0, Bx 二 zn ,0 之 记 
过 zt), 则 


Hl 


一 1 ( — 1) ， ， 
Dit) 0-» 


(2 和 ("7 )( sid re) 
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= 【一 op) 


如 所 要 证 ， 

在 以 上 的 例子 中 , 1B,1 并 不 一 致 收 全 于 单位 算 子 .事实 上 ,车 上 B。- 了 | 一 
0, 则 由 后 面 将 建立 的 一 个 结果 ( 引 理 3.1.1), 当 n 充分 大 时 BB, 是 可 道 的 .但 无 论 
x 取 包 大 ，B, 都 不 是 单 射 :显然 有 不 同 的 xu E CI0,11], 使 得 ua(kfn) = 
vkfn)(0 < 大安 引 )， 从 而 如 = Baw. 然而 ,| 不一致 收 黎 于 单位 算 子 这 一 
点 ,对 于 Pernstcin 多 项 式 的 一 至 晕 近 性 质 并 无 任何 影响 , 关键 在 于 ,我们 所 需要 的 
是 ,对 给 定 的 上 € C[0,1], 有 Bu(x) 址 u(xz); 至 于 这 种 收 化 是 否 也 对 于 满足 某 
一 木 等 式 ,所 const 的 & 一致 , 则 完全 不 是 问题 所 贤 求 的 ,大 概 也 不 是 任何 逼 
近 方 法 所 能 做 到 的 . 

例 2.5.9 中 所 用 的 思想 还 可 以 大 大 发 挥 与 引伸 ,并 因此 而 发 展 成 解决 逼近 问 
题 的 一 套 系 统 方法 .此 处 当然 不 能 详细 介绍 , 伍 从 下 面 的 简单 例子 你 能 获得 某 些 进 
一 步 的 印象 . 

例 2.5.10( 放 滑 化 算 子 ) 取 定 一 个 函数 pg EE C"(R)(0 所 mr 所 co), 使 之 满 
是 条 件 : 。 

0 闫 gtr)0,， supp p CEH-1,1]. [2.5.14) 


令 p(X7) = coplnr)，, 常数 c, 决定 于 条 件 
[p(x)dr =1 (rn 1). (2.5.15) 
显然 p, E C"(R) 且 supp gy 己 [- 1n,1fn]. 利用 gp 定义 一 族 卷 积 算 子 (参考 
$2.2,2); 
Tua= pu (ueEL'{R)), (2.5.16) 
则 上 叮 验 证 以 下 结论 : 
(天 (R) C CR) 实际 上 ,对 和 任 给 wn E L'(R), 有 


上 om 
Tu (x) = | em — yutydy (ORCm+1). 


积分 号 下 求 导 的 合理 性 依据 控制 收 敏 定理 . 
《iT LCL'T(CRD), 且 省! = 1 (用 命题 2.2.5). 
(i 1 人 T| 强 收 敏 于 单位 算 子 . 因 工 !{R) 有 基本 集 (参考 例 1.3.8{iv)) 
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8 = 人 :6 已 R 是 有 限 区 间 }， 
由 定理 2.5.8, 只 要 对 任 给 8 = [a,5] CCR, 验证 工 xy 一世 >Y .这 由 以 下 推演 得 
出 : 
A — y) p(y)dy 一 | Xs TI pty) dy | dr 


11x wl = 


<| az] . 1 (一 划 一 和 (xz) 19ofy)dy 
=[ way | ys Ct —y) ~ x(x) | dr 


色 Man 
=2] yi gdy = 2 1 1 9 (dy 


2 


in 2 
< 和 | dy 0 ) 


这 样 ,我 们 就 有 了 一 个 一 般 的 方法 ,对 每 个 4 L!1{R), 构造 出 C” 函数 序列 
| ze 区 we = TD(w)) ,使 得 fw1 平均 逼近 wa. 通过 以 zw 近似 代替 xz , 就 将 wx 光滑 


化 了 ,因而 称 了 为 光滑 化 算 子 . 
然而 余下 一 个 问题 :满足 条 件 (2.5.14) 式 的 C” 函数 是 否 存 在 ? 若 仅 要 求 连 
续 《 即 娶 mr = 和 0), 由 函数 


px) = tnaxll 一 | x | ,0} 
就 是 . 稍 复杂 点 , 蔡 令 
0, 了 < 0 
g(x) -1 
eli, x»>0, 


g(tl—-|x1) 
P(x) = Be a Ty: 


则 可 验证 g € C™{R), 从 而 pg E C”(R);g 显然 满足 条 件 (2.5.14) 式 . 
习 题 


1. 设 本 : X 一 YY 为 线性 算 子 ,证 明 Th 才 8 电 TB,{0) C B,(0), 

2 设 a = (aD) ED T= (or), 说 明 TEL(G) 且 TEL(G"), 求 TW. 
3. 设 a = (a ,Tr = (ux.). 证 有 明了 TEL()Sa E14"; 当 a E€ 41" 时 求 了 中. 
4. 设 Toz = (zs0,), 则 TT EL(), 求 ||. 


习 题 ”4147 ， 


5. 设 1<p= dg-1)< coop [| yy a, ey < co,4 = [a,], 证 明 


由， A. 
6. 设 a EL ,Tur) = atnw(z), 则 TE LCLAT), 求 上 工 |. 


7. 设 Tafr) = 了 | vody， 则 TELCDODETELCL™TCD)},JT = [0,1], 求 中 下， 
与 外 了 | 。， 
8. 设 Tutx) = | 求 Ti 与 TT。 


9. 设 Tu(x) = J Da ydy; 则 工 ELCC[0,1]), 求 是 说 上 |. 


Hs 


10. 设 i<p= oy-1)<~,pea 引 丰 | K(z,y) a] a * < ,Tu(lr) = 


[kewly)dy, 证 明 1 Tl ，< 8. 
11. 设 zz) = 27r1P0<acslaE(ze) , 求 户 的 取 值 范围. 
12. 设 w(xz) = >npacef2)， 求 | si， 
13. 设 fw) =- | ur)sinnrdz,fE [0,x]", 求 Fl. 


14. 设 (4) = | mla)dz 1 uD),FE CL0,4]', 求 71. 


15. 设 fw) = (DD 一 u(0),y€ CI0,1]*, 求 由 Fl. 

16. 设 (CX, 上 ,中 ) 与 (XX, .| 沾 均 为 Banach 空间 ， | zoonst|| z | (Yr€X), 证 
明 范 数 .省 与 上 - “等 价 . 

17. 设 半 是 Banach 空间 ,XX = 44 人 儿 B 是 拓扑 直 和 .证 明 投影 户 , 与 Ps 均 连 续 ， 

18. 设 TE LOO),TCD) CCOD, 证 明 人 EL(CE). 

19. 设 | 了 | C 坟 上 (区 ,YY) ,到 完 血 ， sup | vr TS YE X,Y Ee Y'), 证 明 
spl ll < oo， 

20. 设 了 ;无 一 了 是 线性 算 子 , Yv€ Y ,有 -本 eX* ,证 明 个 有 界 . 

21. 设 A 是 区 的 闭 子 空间 .证 明 zfzr,Ay = supll ar Ta :OK uC AL. 

22. 设 4 是 Hilher 空间 五 的 于 空间, wx 及” ,证 衣 4 在 玉 上 有 惟一 . 保 范 延 拓 . 

23. 任 给 族 尖 4A 己基, 证明 有 A! 是 天 "的 闭 子 空间 ,AL = (5hanA)-. 

24. 任 给 他 了 关 碎 喧 久 ,证 明 spanA = (AL)， 

25. 扳 述 并 证 朋 关 于 向 量 信 函数 的 分 部 积分 公式 . 

26. 给 定 X14) 证 明 :方程 组 人 ez) = a(] 志 1 之 n) 有 解 WE 多 * 
的 充 要 条 件 嘴 


| Sap | 入 eeost| DBz, | (CP) E KY), 


27. 设 A 是 实 赋 范 空间 多 中 的 闭 吓 集 , A 闫 入 .证明 册 是 闭 兴 空间 的 交 . 
站 .证 明 :在 Hilbert 空间 中 ， Te rr rH zr |xrl. 
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29. 证 明 : 弱 收敛 的 极 归 有 惟一 性 . 

30. 设 在 多 中 必 , 一 zx, 在 XX" 中心 一 sz (或 m 一 za 时 完 备 ), 证 上 明 可 (zy 一 ax) 
31. 设 T; 和 XX 一 是 线性 算 子 , zx, 一 xz 人 Tr 一 Tr, 证 明代 有 界 . 

32. 证 明 : 若 4 是 实感 范 空间 刁 中 的 闭 凸 集 , [zx | 己 A,z 一 xz, 则 xzE 有 Aa. 


33, 设 (wu) = 站 ez)annardzya 人 [ago,1 扫 户 立 基 证明 六 -0 

34. 设 £0) -| ez) sinnz tar f(a) = | olzjdariue Lad] 1 p< om, 证 
明天 一 了, 

35. 设 Tu(z) = af u(y)dy,u ce L'[0,1], 在 [0,1] 之 外 认定 w = 0 证 明 
IT 守 虐 (L'[0,1]) 强 收 化 于 单位 算 子 . 
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在 上 一 章 中 我 们 看 到 ,以 矩阵 比拟 有 界线 性 算 子 ,是 一 个 具 窗 启发 性 的 想法 . 
在 本 章 中 ,我 们 要 继续 运用 这 种 比 氢 . 从 线 件 代数 知道 ,矩阵 理论 的 最 精彩 县 最 有 
价值 的 部 分 , 莫 过 于 特征 值 理 论 . 特 征 值 概念 源 于 对 线性 方程 

AT — Ar=y 

的 研究 ,而 其 结果 的 应 用 则 运 远 超出 线性 方程 理论 的 范围 .利用 特征 值 理论 所 解决 
的 问题 可 以 举 出 ， 

{A) 将 矩阵 化 成 某 种 标准 彤 ,并 将 矩阵 按 其 标准 形 分 类 ; 

《B) 求 得 年 阵 的 一 定 分 解 ,并 出 之 得 由 空间 的 相应 分 解 ; 

(CC) 求 得 二 次 型 的 标准 形 ,并 按 标准 形 进行 分 类 ,等 . 

一 个 看 来 过 于 大 胆 的 设想 是 :将 对 矩阵 所 做 到 的 一 切 推广 到 Banach 空间 中 
去 .如 果 想 不 爱 限 制 地 做 到 这 一 点 , 那 就 期 望 过 高 了 . 值得 庆幸 的 是 ,在 一 定 限制 
下 ,在 Banach 空间 中 确实 能 展开 一 -个 高 度 类 似 的 理论 , 它 就 是 线性 算 子 的 谱 理论 ， 
算 子 谱 论 运 今 仍然 是 泛 函 分 析 中 最 优美 的 部 分 , 它 的 内 容 异 常 直 宣 ,本章 的 介绍 不 
过 是 入 门 而 已 ， 

本 章 中 X 总 记 一 个 给 定 的 复 Banach 空间 全 ,日 多 关 10|. 不 过 ,本 章 的 某 些 结 
果 亦 适用 于 实 Banach 空间 ,这 种 情况 可 依 上 下 文 进行 判断 . 


3.1 有 界线 性 算 子 的 谱 


$3,1.1 算 子 代数 


鉴于 我 们 己 提 到 本 章 明显 的 线性 代数 背景 ,以 关于 二 (X) 的 一 个 代数 讨论 起 步 
是 很 自然 的 .我 们 将 处 处 以 第 阵 代 数 作为 引导 思路 的 模型 .如 全 2.1.3 中 已 指出 的 
(参看 命题 2.1.6), L(X) 是 -- 个 复 Banach 空间 . 与 一 般 的 有 界线 人 性 算 子 空间 
L(X,Y) 不 同 的 是 ，L{X) 对 于 算 子 的 乘法 运算 ( 依 式 (2.1.3)) 封 闭 . 这 样 ， 
上 L{X) 是 一 个 具有 线性 运算 与 乘法 运算 的 代数 系统 ,通常 称 之 为 算 子 代数 , 当 
X = CC 时 ,上 (C") 可 等 同 于 C", 即 = 阶 复 拭 阵 之 全 体 , 称 之 为 炬 阵 代 数 . 从 纯 


急 ”如 网 在 线性 代数 中 所 知 的 ,讨论 谱 或 特征 值 问题 不 可 能 避 开 复数 . 
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代数 方面 考虑,-- 般 的 算 子 代数 L(tX) 具有 如 同和 抢 阵 代数 C”” 一 样 的 性 质 . 这 意味 
善 ,你 几乎 不 必 改 动 ,就 可 将 线性 代数 中 关于 此 阵 运算 的 那些 规则 移 用 于 LIX) 中 的 
运算 .这 样 ,对 于 任 给 的 只 ,S, 工 ELIOX)a EC, 以 下 结论 成 立 ( 参 看 §82.1.1): 

6G) 结合 律 ; (RS)T = R(ST); 因此 滋 寡 T"(n E N) 有 确定 意义 ,日 


本 {mE N). 

《ii 联系 数 乘 的 结合 律 : a(ST) = (as) = 与 fa 

(ii 对 加 法 的 分 配 律 ; 

R(S+ T)}= RS+RT, (R141 SIT = RT+ST 

(iv) 单位 算 子 工 是 乘法 单位 元 : I = TI = TT. 

(v) 可 道 件 ; 工 : XX 一 X 为 同 构 各 存在 A,B ELOX) 人 悟 得 4AT = 了 = TB; 
必定 A = B, 称 它 为 工 的 逆 , 记 作 下 ', 并 称 丁 为 可 送 算 子 了 .约定 以 GL(X) 记 
上 (CX) 中 的 可 道 算 子 之 全 体 . 

ti) 若 S,TEGLX), 则 STE GELCX), 是 


(ST) 1 = Tist, (Ty! 2 (TY)". G1.1) 


当 了 了 和 GLCX) 时 约定 和 ”= 人 TO = 了, 因 测 对 任何 有 EZ， 
于 有 意义 . 
如 同 矩 阵 乘 法 一 样 , 算 子 乘法 并 不 满足 交换 律 ,在 作 乘法 运算 时 务必 小 心 . 若 
T,S LIX) 满 足 TS = ST, 刚 说 工 与 S 可 换 . 两 算 子 可 换 是 很 不 寻常 的 事 . 
至 此 为 止 ,尚未 涉及 超出 与 算 阵 代数 相当 的 内 容 .只 有 考点 极 限 运算 ,才能 获 
得 新 的 知识 ;而 为 此 必须 使 用 范 数 . 设 S,TE 直 (X) re, 则 有 (用 式 (2.1.6)) 
sr 委 直 Sr 过 SET ， 


让 此 得 出 { 用 式 (2.1.9)) 
[7 


在 一 定 意义 上 可 以 说 ,前 面 所 述 的 代数 性 质 (i) 一 (vi) 肌 上 不 等 式 (3.1.2) ,就 完全 
描述 了 算 子 代数 上 (多). 因此 ,不 等 式 (3. 1.2) 在 本 章 中 将 起 基本 作用 , 利用 式 
(3.1.2) 可 推出 算 子 乘法 的 连续 性 :车 在 L(X) 中 S, 一 S,T 一 本 人 久 , 则 必 5, 了 T， 
一 ST, 这 由 旭 下 简单 推理 得 出 ，; 


TT 车 TE LCX) 是 单 射 , 则 存在 道 算 子 T -1 : R(T) 一 XX. 不 过 ,本 章 中 说 到 可 诸 算 子 
时 ,严格 限定 指 以 下 情况 : 耳 ! 存在 且 定 义 于 整个 空间 六 上 . 
色 ”在 未 加 说 明 时 ,本章 用 到 的 算 子 序列 收 敏 都 指 -- 致 收 化 . 
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Fs,T, - ST| | ST, -= ST + | ST- ST 
妇 | ST, 一 下 + 5, 一 S| 个 i (用 式 (3,1.2)) 


const( | 了 一 下 让 + 1s S51)—0 (nm %”). 


在 81.1.2 中 我 们 看 到 ,在 任何 Banach 空间 中 可 以 运用 无 穷 级 数 . 而 在 具有 
乘法 运算 的 算 子 代数 中 , 则 可 进而 考虑 算 子 舌 级 数 : 


天 人 ) 一 Vor -altaTt+t +al” +, {3.1.3) 
其 中 系数 ec_E Cen 宇 00). 给 册 级 数 (3.1.3) 的 收 繁 条件, 将 是 本 节 的 日 标 之 一 .一 
个 不 那么 精细 但 很 简单 的 收 甸 判 别 法 是 : 若 通常 客 级 数 
Ca) = 2 ea" (3.1.4) 
有 收 敏 半径 RR, 则 当 卫 ELC(X), 下 < R 时 级 数 (3.1.3) 绝 对 收 证 : 
DoT Dio,l|TI"<%. 
木 章 将 多 次 用 到 如 下 基本 引 理 . 
引 理 3.1.1 设 TEL(X), 则 
(1 ~ T) = yr, (3.,1.5) 
nn 一 科 ， 


只 要 其 而 端 级 数 收 伍 . 特别 , 当 |‖ 工 | 过 工时 (3.1.5) 必 有 成立 ， 
证 ” 设 式 (3.1.5) 右 端 级 数 收 急于 5S E 上 L(X), 则 


(一 了 )S=S- Ts 
= TT -De= 1. 
#4 一 0 n=1 


同 旦 SCT 一 TT) = 了 因此 5S= (TT}'. 口 
读者 想必 已 看 出 , 式 (3,1.5) 正 是 展开 式 


1 Sn。 
Ia (ATS 1), 
= 科 


的 推广 .不 妨 就 称 式 (3.1.5) 为 算 子 (1 - T) ' 的 二 项 式 级 数 . 
通常 依 如 下 形式 应 用 引 理 3,1.1: 若 了,SE 工 (X) ,个 可 道 , 则 


(T+S) = TSTO) = TICSTD (3.1.6) 
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只 要 其 右 端 之 级 数 收 敛 ; 特 蜀 , 当 5S 适当 小 时 式 (3.1.6) 必 成 立 . 

$3.1.2 谱 与 谱 半径 

对 于 A EC ERC, 熟知 以 下 关系 成 立 ; 

4 是 A 的 特征 值 时 det(A7 -A) 关 0 
OAT 一 和 A 不 可 首 . 

这 提示 出 以 下 定义 . 

定 久 3.1.2 设 TEL(X)， 

(站) 兰 4 所 蕊 ,21 一 荆 不 可 道 , 即 AI -本 巨 GL(X), 则 称 和 为 的 谱 值 .以 
fID) 记 了 的 谱 值 之 全 体 , 称 它 为 工 的 谱 ; 称 

ro( 了) = Eup, | 21 (3.1.7) 


为 全 的 谱 半 径 , 它 就 是 以 原点 为 中 心 且 包 含 a( 耳 ) 的 最 小 的 圆 的 半径 ， 
tii) 令 ofT) = CN aol), 称 任何 AE p(T) 为 全 的 正则 值 ; 称 


Rta,T) = (QA TT) (a€ p(T7)) (3.1.8) 


为 预 解 式 . 当 不 致 误解 时 ,也 将 R(X, 芽 ) 写作 R(X) 或 R,. 

(ii 着 4 EC, 存在 x 关 0, 使 得 Tx = Xx (这 相当 于 xz E N(aT ~ 古 ) ), 则 
称 3 为 了 工 的 特征 值 ,并 称 x 为 十 关 十 4 的 特征 向 量 , 称 N(Al - T) 为 沾 关 于 特征 
值 4 的 特征 子 空间 .以 a,(T) 记 工 的 特征 值 之 全 体 , 称 它 为 工 的 点 说. 

因 NG ~- 本) 取 101=> 和 1 一 全 不 可 道 , 故 o,(T)ColT). 若 TEL(X)， 
dimX < %, 则 NGI 一 了 了 ) = 10|SS 宁 一 全 可 遂 , 因 而 o,(T) = ol 人 T). 车 dimX 
= %, 则 可 能 oT) 关 ol 工 ), 即 谱 值 未 必 是 特征 值 .这 一 事实 提醒 我 们 ;不 可 不 
加 思索 地 将 矩阵 特征 值 理 论 中 的 任何 结论 用 于 算 子 谱 论 1 

对 于 A EC”*, 原则 上 我 们 能 计算 4 的 全 部 特征 值 ( 它 至 多 nn 个 是 由 一 n 次 
代数 方程 解 出 ). 对 于 一 般 的 了 E L(X), 并 无 计算 其 谱 什 的 -一般 方法 .我们 甚至 
不 知道 , ot 了 ) 是 有 限 集 还 是 无 限 集 ,因此 ,关于 ce(T) 性 质 的 任何 一 般 性 结论 均 
属 可 贵 .以 下 定理 则 是 -个 特别 令 人 满意 的 结果 . 

定理 3.1.3(Gelfand 定理 ) 设 丁 ELL(X), 则 ofT) 是 非 空 紧 集 ,用 成 立 谱 
半径 公式 : 

rT) = lm 7 |. (3.1.9) 


证明 有 点 长 ,在 初次 阅读 时 可 以 跳 过 它 . 
证 当 了 =0 时 显然 有 cs(T) = 10}, 式 (3.1.9) 平 凡 地 成 立 ,下 面 设 症 关 0， 
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因而 外 了 | > 0. 
人 证 jm T= inf 上 | ”全 有 显然 


liml 7 | "> p, 
故 只 要 证 
iml Th sp 
为 此 ,又 只 要 证 
im TT m= 1,2, 


取 定 m € N, Yn EN 有 分 解 2 = pm + 9q, 其 中 p,qg EZ,0 志 gq 之 m. 重复 
应 用 不 等 式 {3.1,2) 得 


IT? 有 | T™ 芋 TT 
于 是 _ 
limn | 到 "lim Ts 
= lm Te = TT” |, 
如 所 要 证 ， 
(i) 证 xr,(T) 过 8. 为 此 只 要 证 :车 €C,1X1> 8 , 则 和 XE p(T 了), 即 算 子 
AI -了 工 可 道 ,这 相当 于 工 - 1” 工 可 道 .形式 地 展开 (7 -4-1T)"!， 
{I -A:T) = > 
由 引 理 3.1. 1, 只 要 证 明 上 式 右 端 级 数 收 敏 ,而 这 可 用 熟知 的 Cauchy 判别 法 :由 
limll a "2" | no BAl<1l 
推出 级 数 > ;4 T" 绝对 收 化 .于 是 当 1X 1> 8 时 有 


ROA,T)= (A -TY = DAT (3.1.10) 


《ii 证 a 个) 为 闭 集 ,为 此 只 要 证 o( 了 ) 为 开 集 . 取 定 lo E p(T). 若 AEC， 
1 4 一 40 1 充分 小 ,出 
af— T= 《00 了 一 工 ) 十 (4 一 
必 可 道 ,因而 4 E€ e(T) ,这 得 出 p(T) 为 开 集 , 令 Re = RA6, 芽 ), 分 别 以 Ri 与 
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{4 一 A0)f 民工 与 S 应 用 式 (3,1.6), 得 


R(A,T) = SO- AR (3.1.11) 
好 一 必 


(Vv) 证 zf 了) 天 妆 , 用 反 证 法 : 设 ofT) = 名, 则 RR = R(XA,T) 对 任何 4 EE 
C 有 定义 . 任 给 工 EE XX,w 和 X ,定义 复 函 数 
Fl) = ulRr) EC). 


局 部 地 ,可 将 R, 表 为 式 (3.1.11), 因 而 


FA) = > CR zz) ~ A)”, 


#0 


这 吉明 /(2) 处 处 解析 ,因而 是 一 个 整 函数 . 当 | 4 1> 8 时 ,利用 (10) 可 得 


AUD = Da Tx), (3.1.12) 


这 表明 f(%) = 0. 于 是 由 复 变 落 数 论 中 的 Liouville 定理 有 fA) 二 0. 由 xz,u 的 
任意 性 得 R, 二 0 (用 推论 2,4.7) ,但 这 与 RR, 可 道 了 矛盾， 

由 已 证 的 (一 (ir) , 知 ol 了) 为 非 空 紧 集 . 

《证 疡 (了 T) 节 有 (有 愉 而 一 (T) = B, 即 式 (3.1.9) 成 立 ) .为 此 只 需 证 ,对 任 给 
a 交 r(T), 有 BSEa. 任 给 xE XuEX"* FU = ulRx) 在 14|> rx,(T) 
内 解析 ,因而 其 Laurent 级 数 式 (3.1.12) 在 4=& 时 绝对 收 钱 ,于 是 

sup | uta Tr) |< ee， 
因 x,w 是 任 取 的 ,两 次 应 用 一 致 有 界 原理 得 出 
aplaT 1 < 0. 
于 是 
1 涯 lim da"T* ll = pa， 

即 8 所 a, 如 所 要 证 . 加 | 

定理 3.1.3 断 定 =fT?》 是 非 空 紧 集 ， 固然 是 重要 的 ,但 并 不 算是 很 精细 的 结 
论 .实际 上 ,容易 举例 说 明 ,任何 非 空 紧 集 g CC 都 可 能 成 为 某 个 有 界线 性 算 子 的 
谱 ( 见 习题 7) ,定理 3.1.3 中 真正 惊人 的 结论 是 谱 半 径 公 式 {3.1.9) ,如 此 准确 的 
定量 关系 在 泛 函 分 析 中 殊 不 多 见 . 如 果 考 虑 到 ， afT) 与 贸 中 的 等 价 范 数 的 选择 
无 关 , 而 式 (3.1.9) 右 端 似乎 依赖 于 范 数 的 选择 ,就 更 是 示 出 公式 (3.1.9) 的 深刻 
性 ， 

由 公式 (3.1,9) 直 接 推出 一 个 很 简单 的 估计 ，; 
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rT) 志 上 人 TT. (3.1.13) 
不 等 式 (3.1.13) 用 起 来 很 简便 ,只 是 过 于 粗略 ;有 例子 表明 ,区 使 | 工 | 上 很 大 , 亦 
有 可 能 -~-(T) = 0 也 . 
53.1.3 其 些 应 用 


Gelfand 定理 应 用 极 广 , 此 处 仅 考虑 一 些 初步 的 例子 .首先 , 谱 半 径 公 式 为 算 子 
短 级 数 提供 了 方便 的 收敛 兰草 法 . 


定理 3.1.4 设 筹 级 数 》! air 的 收敛 半径 为 R, TE L(X). 
站 若 x,(T)》 < 民 , 则 级 数 >》) a,T" 绝对 收 敏 . 
(车 x,{T) > R, 则 级 数 》) aT" 发 散 . 
证 ”从 微 积 分 学 知 , 收 伍 半 径 R 有 计算 公式 
HR = jim lw 1™. 
这 与 谱 半径 公式 相 结合 得 出 : 
Unile = limo I tim TH = (TR. (3.1.14) 
中 车 x,(T)<R, 则 直 式 (3.1.14) 有 jiml ouT 外 ”< 1, 于 是 由 Cauchy 短 
别 法 知 级 数 > 1a,T" 绝对 收 侣 . 
(ii 车 级 数 > oT 收 敏 , 财 a,T" 一 0, 于 是 由 式 (3.1.14) 有 
rATHR = tim oT 1 1, 
即 (TT) 所 民 . 可 见 当 7,(T) > R 时 级 数 310,T" 必 发 散 . 口 


这 样 ,除了 "CT) = R 的 情况 (这 意味 着 在 圆周 | 4 1 = R 上 存在 个 的 谱 值 ) 
以 外 ,定理 3.1.4 完全 解雇 了 算 子 宕 级 数 的 收敛 判别 问题 . 若 r,(T) = R, 则 由 通 


常 曼 级 数 的 情况 就 知道 ,级 数 a.T" 既 可 能 收 伍 ,也 可 以 发 散 . 
特别 将 定理 3. 1.4 用 于 级 数 >) 7" 得 出 :只 要 x,(T) < 1, 就 有 展开 式 (3.1. 


5 成 立 , 甩 (3.1.5) 右 端 之 级 数 绝对 收敛. 这 是 一 个 远 比 引 理 3.1. 1 更 精细 的 结论 . 
将 这 一 结论 用 到 线性 方程 


T= Trty (3.1.15) 


中 例如 取 A EC ,使 A 隆 D,A: =0, 令 人 = aAh, 则 是 || 可 以 大 | oi 任意 变 大 ， 
但 保持 xr,(T) = 0. 
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(yy 是 已 知 的 ) 得 出 :车 本 CE LCX),r,(T) 之 1, 则 方程 (3.1.15) 有 惟一 解 x， 
且 
z= (了 一 个 ) ty = > Ty, 
上 式 右 端 之 级 数 御 对 收敛 ,通常 称 它 为 Nenumann 级 数 ， 
顺便 指出 , 若 信 Fx = Tz + y, 取 .xs = y, 归纳 出 定义 
Tu = 了 ri = Fixe (rn 2 1), {3.1.16) 
则 xz， = >， Ty. 因此 由 式 (3.1.16) 表 出 的 > 正好 是 迭代 序列 | xz, | 的 极限 .这 


就 表明 ,只 要 +r, (人) < 1, 就 可 用 选 代 法 求 方程 (43.1.15) 的 解 .在 $4.2 中 ,我 们 将 
在 更 一 般 的 条 件 下 讨论 选 代 法 ， 

下 面 是 一 个 应 用 以 上 结论 的 具体 例子 . 

例 3.1.5 设 J= {0,1], 给 定 5(.) € C(J), 考虑 积分 方程 


u(x) = | wy)dy + bz). (3.1.17) 


Tu (x) = | u(y)dy {x EJ)), 
则 可 将 方程 (3.1.17) 改 写成 
# = Tu+t+p, (3.1.17)° 


这 正 是 一 个 形 如 式 (3.1.15) 的 线性 方程 .显然 TE L(C(J)). 用 归纳 法 可 验证 


Tu (x) =| dz dz u(x, J daz, 


= 一 3) uly)dy (ETJmazzD,(3.1.19) 
因而 


Tan) < | ay = de 


这 得 出 TT 所 1in1, 于 是 
r,(T) <lim(nl) = 0. 
因此 ,方程 (3.1.17)“【( 或 方程 (3.1.17)) 有 惟一 解 x EC, 目 
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检 《 完 】 三 2 To(z) 


-60+ Dy "by)dy (用 (18)) 


= (x)+ |. 3 (Eb(y)dy 


=b(tr)+ | eb(y)dy. 


Ey 
0 


$3.2 算 子 函数 


$3.2.1 解析 扩张 
定理 3.1.4 的 一 个 最 有 意义 的 推论 是 : 若 


ww 


FM) = Data — A0)” (3.2.,1) 
上 


是 加 
DadAIAECIIA-Ao lr {3.2.2) 


内 的 复 解析 函数 , 则 当下 E LL(X),r,(T 一 1)<rY 暑 ， 


oa 


FAT) = Dy on (TT ~ hl)" (3,2.3) 


有 意义 , 且 式 (3.2.3) 右 端 之 级 数 绝对 收 伍 . 依 定义 3.1.2(i) 易 直接 验证 s( 工 - 
AnT} = st T}— Ao 一 {a 一 Ao': 广 捷 ol 了 1 于 是 


r(T— Aol) 所 人工 一 ao CD.0) 
eT)C A 1D,0) = D0,). 


因此 , 式 (3.2.3) 表 示 一 个 定义 于 集 {TEL(X) :glT)CCD,(a0)| 上 的 算 子 负数 


f(T). 自然 ,可 将 f(T) 看 作 复 解析 函数 f(4) 的 某 种 扩张 . 特别 ,熟知 的 初等 函 
数 都 可 适当 地 扩张 为 算 子 函数 .例如 ,对 数 消 数 


na= > DD (4 € D1(1)) 
= 人 


拓 一 
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可 扩张 为 集 1 L(X) : ol 了 了) CC D1(1)1 上 的 算 子 对 数 函 数 
中 Y (DATED™ 


nn 


a—l 


业 似 地 ,还 可 定义 算 子 的 指数 函数 es . 正弦 函数 sin 卫 , 等 等 .这 样 ,我 们 似乎 已 经 
轻而易举 地 从 复 解 析 函 数 过 渡 到 了 算 子 解析 画 数 . 

这 实在 是 很 引 人 人 的 .不 过 ,我 们 立即 会 发 现 以 下 问题 : 

(A) 短 级 数 仅 能 表达 圆 域内 的 解析 函数 ,对 任意 于 集 如 CC) 内 的 解析 函数 
/C4) 名 及 满足 sa 本 ) 己 n 的 TE LCX), 应 如 何 定 义 fT)? 

(B) 算 子 落 数 A(T) 真正 类 似 于 其 原型 f(A) 吗 ? 例如 ,如 果 不 能 使 用 恒等式 

eler=1, c=T, 

我 们 能 将 e 与 器 工 认 作 指数 函数 与 对 数 函 数 吗 ?根本 的 问题 图 ，FT) 能 继承 函 
数 /ay 的 哪些 性 质 ? 

(C) 孜 数 KT) 仅 只 是 f(2) 的 形式 扩张 ,还 是 有 某 些 不 可 乌 少 的 实质 性 应 
用 ? 

幸而 ,对 这 些 问 题 已 上 有 邻 人 充分 满意 的 解答 .不 过 ,要 在 短 短 的 一 节 中 完全 地 
陈述 这 些 解 管 并 非 易 事 .我 们 将 主要 强调 展开 理论 所 循 的 思路 ,而 不 拘泥 于 某 些 推 
导 细 节 . 

首先 , 考虑 任意 复 解 析 函 数 的 扩张 问题 ,到 定 非 空 开 集 2 CC. 为 行文 简便 起 
见 , 以 五 CQ 记 旭 内 的 复 解 析 消 数 之 全 体 , 邻 


Ds = ITEL(X);: afT) CC (3.2,4) 


没 A2) EH(OQ),T ES Do, 今 探求 FLT) 的 一 个 合理 定义 . 因 未 必 有 某 个 圆 
也 (ao)， 使 得 


oD TN, 


形 如 式 (3.2.3) 的 定义 式 一 般 不 再 有 效 . 现在 你 该 男 想 到 , 复 解 析 男 数 不 仅 可 表 为 
睁 级 数 ,而 且 可 表 为 积分 , 即 有 如 下 的 Cauchy 公式 表示 ; 


AD = ni| A Or 4) idr， (3.2.5) 


其 中 工 是 Q 内 任 一 园 绕 X 的 简单 闭 曲线 (为 行文 简 合 ,下面 称 之 为 围 道 ,是 假定 治 
其 正 向 行进 时 ,保持 4 所 在 区 域 在 左边 ) .观察 了 式 (3.2.1) 与 式 (3.2.3) 的 关系 之 
后 ,你 大 概 会 猜想 , 式 (3.2.5) 正 好 推广 为 一 个 算 子 函数 的 表达 式 ， 


DD 因 开 集 不 必 是 区 域 ,准确 地 说 ,这 样 的 (4) 应 称 为 局 部 解析 画 数 ， 
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F(T) = 去 | Fold ~ Tdr. (3.2.6) 


可 惜 ,我 们 还 没有 关于 算 子 值 消 数 的 积分 概念 . 下面 就 来 补 角 有 闫 定义 ， 

设 工 是 党 平面 上 任 一 可 求 长 曲线 , T(r) 是 定义 于 上 上 而 取 值 于 L( 天 ) 中 的 
档 煞 ( 称 为 算 子 值 函 数 ) , 则 可 用 通常 的 “分 割 . 求 和 、. 取 极限 "的 方式 定义 T(r) 请 
上 的 积分 : 


| Todr = tim 》YTOSJAr ， (3.2.7) 
L maxlar |—0 一 


其 中 rm mm 为 上 上 顺 次 排列 的 分 点 ,ro 与 r 分 别 为 二 的 起 点 与 终点 , & 是 
1 上 介 于 + 与 = 之 间 的 件 -点 ,Ar = rm -rt 过 i 近 0). 用 类 似 于 复 变 天 
数 中 的 方法 不 难 证 明 , 当 TUr) 对 r 连续 时 ,积分 (3.2.7) 必 存在 . 利 肝 定义 式 
(3.2.7) 直 接 推出 ,对 作 给 zx EX 与 reEX 有 (参照 式 (2.4.9) (2.4,.10)) 


Cu,| TO) -XT) = | ,T(r. (3.2.8) 


作 了 上 述 准 备 之 后 ,现在 已 可 陈述 本 节 的 主要 定义 . 

定义 3.2.1 任 给 AA) E HCOQ) 与 TE Dy, 取 人 内 任 一 围绕 ol TT 的 围 道 
上 , 依 式 (3.2.6) 定 义 A(T), 则 得 到 一 个 从 Do 到 上 L(X) 的 函数 f(T), 称 它 为 
754) 的 解析 扩张 ,或 简称 为 扩张 . 

对 于 以 上 定 久 有 几 个 明 总 的 疑问 需要 汪清 . 

(iD 要 说 明 式 (3.2,6) 右 端的 积分 必定 存在 , 首先 ,内 ol 全) 是 开 集 0 的 紧 子 
集 , 8 内 必 存 在 围绕 o( 丁 ) 的 围 道中 . 其 次 , 式 (3.1.11) 显 然 草 滑 了 玉 (r,T) 对 = 
的 连 绪 性 .因此 ,(3.2,6) 式 中 的 被 积 函 数 f(r)R(r,T) 对 rr 在 L 上 连续 ,这 就 保 
让 了 积分 存在 ， 

(5) 要 说 明 (3.2.6) 右 端 积 分 不 依赖 于 工 的 选择 .为 此 ,又 只 要 说 有 明 , 对 任 给 
所 天 ,EX 通常 的 复 积 分 


(us f(r) = 六 |， Fr) us Rr, Tr dr (3.2.9) 


不 依赖 于 工 的 选择 (你 看 出 这 里 用 了 (3.2.8) 与 推论 2.4.7). 而 由 复 变 画 数 知识 ， 
只 要 说 明 式 (3.2.9) 中 的 被 积 瑞 数 解析 就 行 了 . 回顾 一 下 定理 3.1.3 的 证 明 你 会 看 
出 ,我 们 已 经 指出 了 《ww,R(r, 了 T)z) 关于 z 的 解析 性 . 

{iii) 定义 式 (3.2.3) 与 (3,2.6)( 当 它们 都 可 使 用 时 } 是 一 致 的 . 事实 土 , 若 


外 ”这 一 事实 的 严格 证 明 并 不 像 读 者 初 看 起 来 那样 简单 . 
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AT)CD,(A)CNn, 取 0O< p<r, 使 oT)CD(a0); 令 L=[IA4EC:IA 
一 A0 |= oj 则 


| Fr — Tda 
= OIG AT + A — TI-da 


-= 去 [0 全 rd {用 式 (3.1.6)) 


ww 
SA (ha (下 X01)”, (用 Cauchy 公式 ) 
pe 
其 中 的 Taylor 系数 jn (Xo)fn1 正好 是 式 (3) 中 的 系数 < . 
《iv) 现在 说 明 : FAT) 确 是 F(X) 的 扩张 .首先 ， 
CLL(X), A— Al 


显然 是 一 等 距 典 人, 且 此 人 嵌 人 保持 乘积 运算 .因此 ,不 护 认为 CCE( 多 ), 即 等 同 A 
与 AI, 显然 af) = 141, 因此 可 以 认为 Dn 记 Dy. YA En, 在 旭 内 取 一 围绕 A 
的 力道 工 , 则 


FAT) = fr -aD dr (用 (3.2.6)) 


=| 元 L fr arl AYL, {用 Cauchy 公式 》 


可 见 A2T) 与 4) 一 致 . 
这 样 ,本 节 开 头 提出 的 问题 (A) 已 告解 决 . 


§3.2.2 和 解析 扩张 的 性 质 


现在 考虑 关于 解析 扩张 的 最 重要 的 问题 : f(T) 继承 了 f(4) 的 哪些 性 质 ? 关 
注 的 重点 是 运算 性 质 , 复 解析 丁 数 之 辣 的 一 定 运 算是 否 恰 好 对 应 于 算 子 解析 函数 
之 问 的 相应 运算 ? 形式 地 说 ,如 果 有 一 个 复 解析 函数 的 恒等式 


PA) 二 (CE h(a)) (4 € 0), 
其 中 右 端 由 了 和 ),g(A) 等 经 如 法 ,乘法 及 复合 构成 ,那么 问题 是 ;相应 的 算 子 函数 
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恒等式 
p(T) = FCFCT), a TACT)) (了 EDo) 
是 否 成 立 ? 如 果 回 答 是 肯定 的 ,我们 就 可 以 畅通 无 阻 地 使 用 如 下 恒等式 : 
qi 个 Ten 个 = 了; 
cosT = sin(2 xl 一 全) 
er = 了 ， 

其 中 TE L(X), 最 后 一 式 要 求 v(T) CC D1{1). 这 样 一 来 ,对 于 由 扩张 而 来 的 算 
子 函 数 在 运用 中 的 巨大 方便 ,你 就 有 一 定 印 象 了 .下 面 的 定理 下 是 对 此 提供 了 保 
证 , 它 是 本 节 的 中 心 结果 ， 

定理 3.2.2 设 fA),g(4) E HCO ,AO EE HE FNC CC,T 
E Do, 则 


(f+gHT) = A(T) + g(T); (3.2.10) 
{feHT) = F(T Eg(T): (3.2.11) 
(天 *。 门 (了 ) = hEFCTY). (3.2. 12) 


证 式 (3,2.10) 是 明显 的 ,只 需 证 式 (3.2.11) 与 (3.2.12). 记 RU) = RGA， 
7), 


证 (3.2.11) 式 .选取 围 道上 与 卫 如 图 3-1, 则 


f(T)g(T) = oy FOORG) | g( RG)dr 


Gy | FO gOROIR(G)dr 
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TA 


- Bay) /02 )da| gt ry) 
ed Ee) dr 
+ my),e (Rd A a (积分 互 换 ) 


= | fa RO (用 Cauchy 公式 ) 


=(fe)(T), 
这 表明 式 (3,2.11) 成 立 . 以 上 演算 中 用 到 一 个 关键 恒等式 : 


R(A)R(r) = 有 4) RE), (3.2.13) 


其 验证 是 直接 的 (请 验证 ). 式 (3,2.13}) 可 与 以 下 初等 慎 等 式 相对 照 . 


1 1 1 1 
{A — i)(r—12) (rt 二 
为 证 式 (3.2.12) ,首先 对 已 证 的 式 (3.2.11) 作 些 解释 . 式 (3.2.11) 的 最 重要 的 
推论 是 : AT) 与 g(T) 总 是 可 换 的 : 
Te(T) = (fa)(T) = g(t TOFCTY; 
车 了 4) 关 0(Y4E 9), 则 从 了 . (1/ 放 = 1 得 出 
(HACT) = [所 三 )] (3.2.14) 
以 一 了 O00) 代 (4) 用 式 (3.2.14) 得 


[ri -A(T)]" = 去 ， Rd. (3.2.15) 


证 (3.2.12) 式 . 因 o( AT)) = 六 ofT)) (此 处 提前 应 用 定理 3.2.3, 注 意 定理 
3.2.3 之 证 用 不 到 (3.2.12) 式 ), 故 ol 了 (T)) 是 的 紧 子 集 ,因此 可 在 人 2 内 取 一 围 
绕 o( 太 了 T)) 的 围 道 C, 不 妨 设 C 亦 围绕 f(L),L 是 0 内 围绕 CT) 的 赎 道 . 于 是 


A(ACT)) =75| 4 (OL - FT)]-idr 


= za hr)dr| Rd (用 式 (3.2.15)) 


-Gn RO TA : 全 dz (积分 互 换 ) 
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= CFODRG TI (用 Cauchy 公式 ) 
=(h* f(T), 
如 所 要 证 
定理 3.2.3( 谱 映射 定理 ) 设 f(4) E HCO0),TE Po, 则 
sf(T)) = flolT)). (3.2.16) 


证 ”等 式 (3.2.16) 相 当 于 Ya EEC, 有 
fla) E of (Ta EE olT); 
a Eflo(T))>a E ol f(T)). 


今 分 别 证 之 .首先 设 f(a) EE cCFT)) 出 六- A(T) 可 道 , 今 要 证 al ~ 全 可 
道 .为 此 , 作 2 内 的 解析 函数 


_ Ca) - f0) 
?Ta 


注意 p(4) 在 4 = a 亦 解 析 . 由 fla) 一 了 了 (4) = gta)(ta 一 4) 得 
Fla- A(T) = gg(T) (Cal - T), 
故 
{= [FT- FT] p(T)(al - T) 
= laf— Te(T fal— TT], 
这 表明 of - 工 可 道 ,如 所 要 证 . 


其 次 设 a EE F(al 了 了), 则 g(4) Ale 一 A(4)] "在 紧 集 a( 了 ) 上 有 限 ,因而 必 
在 包含 a( 芽 ) 的 某 个 开 集 U 内 解析 .于 是 


gstT)= [al - FAT),, 
可 见 & EE ol(f()), 如 所 要 证 . 口 
由 定理 3.2.3 直接 推出 , 若 4 E of 了, 则 XE ol"); 当下 可 道 时 4 把 


cfT .在 dmx< co 的 情况 下 ,以 上 结果 在 线性 代数 中 是 熟知 的 , 定理 3.2.3 则 
将 这 类 结果 推广 到 了 很 一 般 的 情况 . 


$3.2.3 谱 分 解 


本 节 开头 对 解析 扩张 所 提出 的 问题 {A) 一 (C)》, 前 两 个 已 获得 满意 解答 ,这 是 
你 在 前 两 段 已 看 到 的 .至 于 问题 (C) ,就 不 可 能 详尽 讨论 了 . 算 子 函数 的 应 用 及 于 
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各 个 领域 ,此 处 至 多 以 最 切 步 的 俩 子 如 以 说 明 . 从 人 逻辑 上 说 , 算 子 函数 的 应 用 可 分 
为 两 类 . 其 一 涉及 特定 的 算 子 函数 ,例如 指数 函数 ,这 当然 是 人 们 便于 类 上 比 ,因而 容 
易 接 受 的 ,但 实际 上 其 应 用 很 受 局 限 ; 其 二 是 一 旦 问题 需要 ,就 依 有 具体 条 件 临时 构 
成 所 需 的 算 子 丽 数 .后 一 种 应 用 并 不 涉及 特定 的 算 子 函数 ,因而 具有 更 大 的 灵活 
性 , 它 正 是 上 应用 算 子 函数 的 主要 形式 .你 可 能 已 注意 到 ,在 证 明定 理 3.2.3 时 ,实际 
上 已 在 这 种 形式 上 应 用 了 算 子 函数 .下 面 考虑 的 谱 分 解 问题 , 则 是 成 功 地 应 用 算 子 
天 数 的 更 具 说 服 力 的 例证 . 

定理 3.2.4( 谱 分 解 定理 ) 设 TEL(X),a( 了) = Uo,,n 之 2,0, 是 囊 不 相 
交 的 非 空 闪 集 , 虽 存 在 X 的 拓扑 直 和 分 解 : 


和 = XX PD… PX,, (3.2.17) 
使 得 每 个 X; 是 全 的 不 变 子 空间 ( 即 TX, CX,,1 i 之 nn), 且 eo(T)=5， 


Tr= DTz, (r= dr € XN), (3.2.18) 


此 处 T; = T 了 | XX 看 作 X 上 的 有 界线 性 算 子 . 
证 ” 取 充 分 小 的 E > 0, 今 


= EC:idNo) <el (lin), 


使 得 9, 下 不 相交 (此 种 。 存在 之 理由 基于 s; 的 紧 性 ,可 参看 定理 2.4.14 的 证 明 )， 

令 2=UiQ,, 则 是 一 开 集 , so(T) 呈 和, 以 (2) 记 0 之 特征 函数 , 则 (4) 

所 (0). 令 P= A(T),X, = PX, 今 验证 XX,(1 过 ;过 nn) 即 合 于 定理 要 求 . 
(0 验证 式 (3.2.17), 显然 有 恒等式 ， 


FOP = BFA)=1 AEN). 
于 是 由 定理 3.2.2 得 出 


PP = 6,P:, > = (i,j 二 让) (3.2.19) 
特别 , Pi = 户 人 雪 i 福 m) .由 和 P = 了 I 得 
X= >PX = SX, 
这 意味 着 每 个 x € X 有 分 解 
T= DOr, HEX (in). (3.2.20) 


因 XX = PX, 故 对 式 (3.,2.20) 中 的 xz 有 % 毛 斑 ,使 三 Piy, ,从 而 由 式 (3.2.19) 
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有 
x; 一 = oP = MPPy=P, 2 一 = Px. 
这 表明 分 解 式 (3.2. 20) 是 惟 - -的 ， 因而 直 和 分 解 式 (3.2.17) 成 立 ， 且 P; 就 是 从 义 
到 X, 的 投影 , 因 X, = N( 2D)(l 所 1 所 4) 是 XX 的 团 于 空间 , 克 式 (3.2.17) 
是 拓扑 直 和 和 . 
(0 证 式 (3.2.18), 和 任 给 xz EX, 令 z= Prtl 扫 ii 去 人, 刚 
Tr = To, 一 了 > Tv， = Di Tx,. 
因 TX, = TPX = PTXCPX=%, 故 Xi 近 7 志 nn) 是 个 的 不 安子 空间 . 
《ii 证 sfT) = (各 i 各). 只 要 证 ofTi) = cl. 不 妨 设 nn = 2 (和 否则 
合并 F230, ). 任 取 Ap E 好， 今 
PA) = FN, — A), 
则 gta) E HH(Q)., 于 是 出 定理 3.2.2 有 
= (aol — Tp(T) = pg( TNT -7); (3,2.21) 
PLT)= Pg(lT), gp{T)X CC XN,. (3.2.22) 
式 (3.2,22) 表 明 p(T) | Xs 可 看 作 从 XX, 到 X, 的 算 于 , 记 作 B; 由 式 (3.2.21) 推 
出 
T= PfX;= (hl TB= BOofl— 4,), 
可 见 ho EE akT). 这 推出 4。€ q(T1), 否则 ,由 1 一 全 与 4o1 -全 ,可 道 特 扒 
出 0f 一 工 可 道 ,这 与 40 E oi cefT) 相 秆 后 . 这 就 证 得 oj 忆 ot T,). 
反之 ,车 40E€ oT ), 则 必 E olT) (否则 ,4,1 一 个 可 道 ,这 将 扒 出 1 一 1 
与 i01 -了 均 可 道 ), 若 ho € 6g;, 则 依 上 段 所 证 将 有 4 全 g(tT1), 得 出 矛盾 . 故 必 
A0 毛 .因此 oT)= cl. 口 
当 了 E 工 (和 JE 过 过 请 ) 满足 式 (3.2.18) 时 约定 
T=T DBT,B…BT,. (3.2,18)" 
这 样 ,空间 的 直 和 和 分解 式 (3.2. 17) 对 应 一 个 算 子 的 “ 直 和 分 解 "* 式 (3.2.18)', 定理 
3.2.4 的 意义 在 于 ,利用 分 解 式 (3,2. 18》 ,可 将 邓 算 子 了 的 研究 归结 为 对 算 子 
Ti 宏基 2) 的 研究 ,而 工 可 能 是 较 简 单 或 性 质 较 好 的 算 子 ， 
一 个 简单 的 特例 是 : dimX = ,ol(T) = 1 au 上, 互 不 相同 .有 取 a 
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= ji 过 7 扫 ) 应 用 定理 3.2.4 得 到 分 解 式 (3.2.17) 与 (3.2.18) ,此 时 每 个 
;必定 是 X 的 上 维 子 空间 ,而 c(T) = {4,| 表明 芽 是 相似 变换 ; 
Tx = MrT EX (lA). 
车 0 关 e, 所 久 , 则 1e;| 是 义 的 基 , 个 关 于 基 fe,| 的 箱 阵 正 是 对 角形 diag!4,， 
A2，"…* 1 因此 如 上 的 谱 分 解 称 为 对 角 分 解 . 
至 于 在 一 般 的 Banach 空间 中 应 用 定理 3,2.4, 首 先 应 取 定 一 个 如 定理 3.2.4 
所 要 求 的 分 解 a{T) = Uis;. 这 种 分 解 可 能 根本 椒 存 在 , 当 efT) 内 会 一 点 或 
o( 了) 是 一 连通 集 时 就 是 如 此 .在 上 述 分 解 存在 的 情况 下 ,也 只 有 适当 选 定 的 分 解 
才 导 竹 有 意义 的 结果 .因此 , 训 无 疑 癌 ,定理 3.2.4 的 有 效应 用 远 不 是 一 个 简单 的 
问题 . 
不 过 ,我 们 还 是 可 以 举 出 并 不 十 分 复杂 而 又 很 有 趣 的 例子 ,以 下 例子 所 包含 的 
结论 在 动力 系统 理论 中 是 基本 的 . 
例 3.2.5( 离 散 动 力 系 统 ) 给 定 本 E 上 L( 义 }, 由 善 分 睫 程 
To EX; x = Tr ln 0) (3.2.231》 
给 出 上 的 一 个 离散 动力 系统 . 任 给 ze E X, 由 式 (3.2.23) 决 定 一 个 序列 jz : 
之 虽 , 称 为 系统 从 xo 发 出 的 轨道 .基本 的 问题 是 ,研究 当 #* -> oo 时 轨道 1z, | 的 
浙 近 状态 .我 们 将 发 现 , 此 问题 的 解答 强烈 地 依赖 于 了 的 谱 性 质 . 
考虑 如 下 的 特殊 情况 , 设 a( 丁 ) = so, U ee 与 o, 均 非 空 , 且 
o, = {AE oT):O<IAI<1|, 
og = [AEalT):IAI>1i. 
gs 与 ou 必 为 闭 集 { 何 故 ?)》 ,于 是 由 定理 3.2.4 有 分 解 : 
X= XPDX,; (3.2.24) 
T= TDT,, 《3.2.251 
其 中 人 ELCX) 了 后 工 (和 :aa( 工 ) = go(T,)= c. 因 0 巨 clT)， 故 十， 
了 1 了 均 为 吕 道 算 子 .由 o, 与 5 的 定义 , 必 有 0< p < 1, 使 得 
rAT)<p, rTi)<p. 
这 结合 谱 半 径 公 式 ( 式 (3.1.9)) 得 出 , 当 4 充分 大 时 有 
Tp, HT py. (3.2.26) 
任 给 x EXX, 设 z= z+ rx EX,r EEX. 由 分 解 式 (3.2.25) 推 出 


Tr= Trt Tr, = Tr, + Tx,. 
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今 用 式 (3.2.26) 推 出 以 下 结论 : 
(Tz 一 0;x 关 和 9 和 Tz 一 tn 一 0), 事实 上 ， 


| Tx, 0 《用 式 (3.2.26) 
因由 7 外 = TT 和 Tx, 圾 当 x; 半 0 时 
TET, | 宇 p ”zx 一 (nm) (用 式 (3.2.26)) 


(ii) 类 似 地 , Ti "zx 一 0;z 了 0 二 Tix, | 一 (n> mm), 
综合 以 上 结论 ,得 出 系统 的 轨道 如 图 3-2, 为 形象 起 见 ,图 中 用 连续 曲线 代替 
了 离散 的 畦 道 . 


Aw 


Xs 


图 3-2 


$ 3.3 紧 线 性 算 子 


企 本 章 开头 ,我们 曾 许 诺 在 无 限 维 空间 中 展开 一 个 “特征 值 理论 ”. 现在 让 我 们 
问 顾 一 下 ,以 上 两 节 在 多 大 程度 上 实现 了 这 一 目标 .我们 确实 看 到 了 一 批 深刻 的 结 
保 , 像 谱 半 径 公式 、 谱 映射 定理 等 ,即使 放 在 有 限 维 空间 中 使 用 ,也 已 超出 线性 代数 
的 传统 内 容 . 这些 结 果 的 深刻 性 与 普遍 有 效 性 值得 高 度 肯 定 , 但 它们 并 不 特别 富有 
代数 风格 . 尽管 已 建立 的 谱 分 解 定理 (定理 3.2.4) 可 看 作 是 “对 角 标 准 形 ” 的 某 种 
雏形 ,但 它 毕 竟 过 于 笼统 ,很 难 与 线性 代数 中 那些 高 度 精细 的 结果 进行 对 比 . 总 之 ， 
我 们 还 走 得 不 远 ,这 应 归 因 于 过 分 的 一 般 化 使 得 可 利用 的 结构 太 少 .这 促使 我 们 朝 
特殊 的 方向 展开 :研究 紧 线 性 算 子 与 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 ,前 者 正 是 本 节 所 
要 考虑 的 . 


$3.3,1 紧 线 性 算 子 概念 
引进 紧 线 性 算 子 的 一 个 基本 考虑 是 ,希望 所 研究 的 算 子 更 如 接近 于 有 有 限 维 空 
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间 中 的 线性 算 子 . 设 X,Y 是 两 个 赋 范 空间 (本 段 中 不 必 设 X 为 复 Banach 空间 )， 
TE L(Y) ,序列 fz,1C 民 XX 有 界 .尽管 1 和 Tx,!t 有 界 ,但 当 dimY = ce 时 并 不 能 
断定 1 Tr, { 有 收 伊 子 放 . 这 种 缺 刍 常常 是 处 理 基 限 维 问题 困难 的 根源 .一 个 自然 
的 补救 办 法 是 ,限定 上 述 的 1Tz。f 必 含 收 仑 子 列 . 这 就 导向 紧 算 子 概念 . 

定义 3.3.1 设 了 :一 了 为 线性 算 子 . 若 对 任何 有 界 序列 | x,| 所 大 ， 
{Tx ! 有 收敛 子 列 , 则 称 丁 为 紧 线 性 算 子 ,或 简称 紧 算 子 . 

直接 看 出 ,线性 算 子 本: X -> Y 是 紧 线 性 算 子 的 充 要 条 件 是 ; 荆 上 映 下 中 的 有 
界 集 为 Y 中 的 相对 紧 集 (和 参 奢 定 义 1.4.1), 这 个 条 件 有 时 就 用 作 紧 线性 自 子 的 定 
义 .由 此 也 得 出, 紧 线 往 算 子 必定 有 界 ， 

以 CLAX,Y) 记 从 六 到 YY 的 紧 线 性 算 子 之 全 体 . CL(X,X) 就 简写 作 
CLLX). 显然 , 当 dmXg<oe 或 dy< ce 时 有 CLII ,YY) = L(X,Y). 因此 , 若 
TE LIX,Y),dimR(T} < %, 则 TE CL( 久 ,YY), 这 样 的 全 称 为 有 限 秩 算 子 . 

下 面 给 出 用 纶 收 化 对 紧 线性 算 子 的 刻画 . 

定理 3.3.2 设 人 :多 一 Y 了 是 线性 算 子 .车 工 是 紧 算 了 于, 则 它 满足 

TA Tr Tr {n> co). {3.3,1) 
当 X 是 自 反 空间 时 , 式 (3.3.1) 是 全 为 紧 线性 算 子 的 充 要 条 件 . 


证 设 工 星 紧 算 子 .在 夺 中 小 Xn ”co0). 若 Tx， 产 Tr, 则 有 es >0D 与 
1 的 子 列 x | ,使 得 


| Tr — Tri Se, k= 1,2,.. 《3.3.2) 


|z,| 有 界 ( 用 定理 2.S.2) , 故 {Tz | 含 收敛 子 列 ,不 妨 就 设 Te 一 3EEY( 
+ 09)., 另 一 方面 , 直 zx， 一式 推出 : Yov€ Y", 有 


Co, Tre, 二 《本 vr TT Ux) = Cu, Tey, 


可 见 Ts 一 Tr, 这 推出 y= Tx, Tz， -> Tx, 而 这 与 条 件 (3.3.2) 相 蔬 盾 .可 见 工 
满足 条 件 (3.3.1). 

其 次 设 X 是 自 反 空间 , 工 满足 条 件 (3.3.1). 若 {zx,) CC XX 是 有 界 序列 , 则 由 
定理 2.5.4 知 | ro 上 会 弱 收 敏 子 列 . 设 x, 一 zx(k -> oo), 则 由 条 件 (3.3.1) 有 Tr, 
一 Tr: 内 此 了 是 紧 线性 算 子 . 

紧 线性 算 子 有 很 好 的 运算 性 质 , 这 概括 于 以 下 命题. 

命题 3.3.3 (i) CL(X,Y) 是 L(X,Y) 的 子 空间 ， 


(ii) 紧 线 性 算 子 与 有 界线 性 竺 子 的 磁 积 中 紧 线性 算 子 , 即 苦 TE€ CL(CX, Y)， 
AELIX,Z),B EL(W,X), 则 
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AT € CL(X,2), TB € CL(W, Y). 


(ii 车 YY 完备 , 则 CL(X,Y) 基 工 (XX,Y) 的 团子 空间 . 

tiv 车 了 ECX,Y), 则 T* €E CL(Y' ,XX"). 

证 (i)(i) 的 证 明 是 直 搂 的 ;(iv) 的 证 明和 参看 文献 [10] §2.10, 只 证 (i). 

设 |1 开 CCLOX YY) 人 区 工 (人 了) 工人 工 | >0(n 一品 ). 任 给 有 界 
集 及 CX, 今 证 TA 相对 紧 , 为 此 只 需 证 TA 全 有 界 ( 定 理 1.4.3). Ys >0, 取 定 
使 上 了 ~ 下 He < 之 e. 因 了 ,A 全 有 界 , 岂 有 有 限 集 iyi CY, 使得 TA UU 
B.(y,). 于 是 


TA CT,A+B.(0) CUB(y,) + B.(0) 


CB yi), 


这 表明 TA 爹 有 界 ,如 所 要 证 . 口 
简单 地 说 ,命题 3.3.3 表明 : 紧 线 性 算 子 经 线性 运算 .乘法 运算 .一 致 收 黎 的 极 
限 运 算 及 取 对 侦 之 后 , 仍 得 紧 线 性 算 子 . 这 一 结论 对 于 紧 线性 算 子 的 判别 颇 有 用 
处 .下 面 就 米 看 一 些 具体 例子 . 
例 3.3.4 0 设 A= [a,|] 是 一 无 穷 算 阵 , 3) 1 ay < oo, 今 指 明 A EE 


CL(P) (参看 命题 2.2.2(iii)). 将 A 中 前 行 以 处 的 元 素 换 成 零 ,所 得 之 无 穷 和 
阵 记 为 A,, 则 对 任 给 x EE, 有 


AT = (Cys, 0,0,..), 
克 4, 是 有 限 秩 算 子 . 因 A, - 4 的 前 = 行 均 为 汰 , 故 由 命题 2.2.2Gii) 有 
IA Al:s 2 2 la 0 (no00). 
于 是 由 命题 3.3.3fiiD) 得 出 A 入 cu 
《ii 设 , = [aaj(a<6)， 积 分 算 子 工 依 式 (2.2.8)， 
1 K(x,y) Pdrdy < oo， 


则 了 ECLOU (CD)), 与 从 对 染 , 这 一 结论 似乎 可 信和 ,不 过 证 明 有 所 不 同 . 由 定理 
3.3.2, 只 需 证 了 满足 条 件 (1). 设 在 (7) 中 加 一 4 今 证 ‖ Ta -了 | 一 0. 
因 


Ta, 一 了 上 = | Ta 3 + | 71 一 《Ta yTay — {Tu, Tu,), 
Tw, Tay = Cu TT Ta) Cn, TT Ta) = | Tw [2 (Cn— oo%), 
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同 理 《Ta ,Tasy 一 | Tu 上 2， 故 只 要 证 | Ta, 1 > 一 | Tu |， 即 


im | Ta, (x) | dx =| | Tul(zx) ldx. (3,3.3) 


| Tu, (x) |* = Ry)u yay| 
<<Huw 1 1 K(x,y) 11dy (用 Schwarz 不 等 式 ) 


5 
oonst| | K(xz,y) 12dy € Li(f), 


故 可 用 控制 收 敏 定理 证 式 (3.3.3) ,为 此 只 要 说 明 Ta Tu.a.e.. 记 K,(y) = 
K(z,y), 由 K(xz,y) EE L(x 了) 知 对 几乎 所 有 x EJ 了 有 K€ 1L2(7); 对 这 样 
的 x 有 


Tustx) = Cu ,KD (au, RY = Tulx), 


这 表明 Tw 一 Tw ,a,e.， 如 所 要 证 . 

将 了 换 成 任何 中 性 R", 以 上 结论 仍 保 持 成 立 . 

(i) 设 产 工 如 (这 , 但 区 (z,y) 连 续 , 则 了 工 ECECCC)) ,为 证 此 ,只 需 指出 ， 
考 AC Ct) 有 界 , 则 TA 等 度 连续 (从 而 依 定 理 1.4.6 知 TA 相对 紧 ) .这 由 以 下 
估计 得 出 : 


1 人 (站 (=| KC,y) K(x,y) u(y)dy 


CONst " | K(xsy) — Klzsy) dy (Yu € A). 


值得 注意 的 是 ,车 X 是 无 限 维 Banach 空间 , 则 X 上 的 单位 算 子 了 必 非 紧 算 
子 ,和 否则, B,(0) = 否 , (0) 将 为 紧 集 (参看 定理 1.4.8). 由 此 进而 推出 ,任何 了 Ee 
GL(X) 必 非 紧 算 子 ( 杏 则 ,由 命题 3.3.3( 记 将 推出 了 = TT 了- 是 紧 算 子 ). 因此， 
CL(X) 作为 L (XX) 的 闭 的 真子 空间 是 朴 集 (参看 第 一 章 习 题 14). 如 此 看 来 ,从 逐 
辑 上 说 ,在 无 限 维 空间 中 有 界线 性 算 子 成 为 紧 算 子 是 极 不 寻常 的 . 不 过 ,如 例 
3.3.4 所 表明 的 ,毕竟 有 一 系列 常用 的 线性 算 子 是 紧 算 子 , 这 实在 是 一 件 可 庆幸 的 
事 . - 


§3.3.2 ”特征 值 
重新 假定 X 是 复 Banach 空 针 ,如 本 节 开 头 所 预期 的 , 久 上 的 紧 线 性 算 子 非常 
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接近 于 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 ,这 一 事实 在 其 “特征 值 理论 "中 得 到 最 明显 的 体 
现 .然而 ,整个 理论 的 展开 并 不 简单 ,在 本 段 中 仅 给 出 一 个 基本 的 结果 , 它 表 明 紧 线 
性 算 子 的 谱 有 特别 简单 的 结构 . 

任 给 工 ETLIX) EC 约定 们 =-T,T = 入 -了 T* = (人 五) ”注意 
T 与 总 是 可 换 的 . 

引 理 3.3.5 设 丁 € CL{X), 则 R(T) 有 XX 的 闭 子 空间 . 

证 设 jzr,|C 己 针 ,Tiz TT(n 一 00), 今 要 证 x EE R{TI). 车 1zx,} 有 界 ， 
则 由 工 的 紧 性 不 妨 设 Tr, -yy 万 久 (n 一 00), 于 是 


z=limT TI 二 了) (用 了 + 了 = 门 


一 了) [limC T, x, 十 Tx, ) ] 


因此 下 面具 要 考虑 | ro 上 无 界 的 情况 .可 设 xz, EN(T (否则 不 妨 设 有 {x。 | C 


N(T1) ,由 此 将 有 z = 0€ R(T) ), 因 此 pAd(zx,N(T))>0. 取 vy E€ 
N(T,), 使 得 


Breyl+tn lo (n€N). {3.3.4) 


车 1ps1 有 界 , 则 以 xz, ww 取代 x , 用 前 面 所 证 得 
z= tinm(z — y) € R(T). 
若 1p,} 无 界 , 则 不 妨 设 p, 一 co (必要 时 过 渡 到 一 个 子 列 ). 令 
zn = {xa ya) zx yl, 
则 不 妨 设 Tz, > * (用 工 的 紧 性 ) ,因此 


Tiz =limT Te, = lm。 《〈T,T, 可 换 ) 
=lim| zx, — y, TT, x, = 0， 
可 见 z € N(T,). 注意 z= (站 +T)z > z{n > co) 男 一 方面 ， 
Prat ,rE NCGT)) 
= 和 zs 一 加 | 一 > (用 zx, 的 定义 ) 
pl+n)lz, -zl, (用 式 (3.3.4)) 
这 推出 1< lim | z, - = | 上， 得 出 矛盾 .可 见 | ,| 光 界 的 情况 不 会 出 现 .因此 x € 
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.R(T,) 得 证 ， 口 

作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 来 建立 本 段 的 主要 结果 . 

定理 3.3.6 设 TE CL(X), 则 a( 了 ) 是 无 非 零 座 点 的 可 数 集 ;车 0 关 A EE 
oT), 则 A Eo,(T) 有 dmN(T)< ec 车 dmX = 吕 , 则 0 E€ olT). 

定理 让 明 不 杰 简 单 , 对 之 不 感 兴趣 的 污 者 不 妨 跳 过 它 . 

证 ”证 明 较 长 ,分 五 步 进 行 . 

(中 设 0 了 AE olT), 证 4€o,(T), 这 是 证 明 的 核心 部 分 ,不妨 设 4 = 11( 否 
则 以 4 工 代 了 ) ,只 要 证 N(T,) 关 {0| (参看 定义 3.1.2(ii 四 .用 反 证 法 ; 设 
NT = 10 因而 TT : X 一 R(T;) 是 间 构 , 因 RR(T,) 作为 X 的 闭 子 空间 (用 
引 埋 3.3.5) 是 Banach 空间 , 故 由 逆 算 子 定理 得 出 T7! : RCT,) -> 义 有 界 .而 由 定 
理 2.4.13, 这 又 推出 RCT?Y ) = XX . 

若 能 证 N(T? ) = 01, 则 有 


R(TI) = R(TI) =+ N(T? ) = X，( 用 式 (2.4.17)) 


从 而 :和 一 于 为 同 构 , 这 与 恨 定 1 € c(T) 相 了 矛盾 ,因而 1 E (TI) 得 证 . 

于 是 内需 证 N{T? ) = [01. 仍 用 反 证 法 : 设 NGCTT ) 关 61, 则 有 0 关 w EE 
NE) 由 R(TY) = X” ,可 设 w = Ti ul; 进而 又 可 设 wi 一 代 * wp,… ,一般 
地 , w= Ti wn(n 庆 1). 令 NN, = N((T?)"), 则 NN, 是 X* 的 闭 子 空间 ,容易 
看 出 wu 后 Nw“ NN,, 于 是 


NN (EN). 
由 Riesz 引 理 ( 引 理 1.4.9), 有 vw, E AN， 使 得 | ol = Tc NST2(n 
宇 2). 若 n>m, 则 
TIOTUTI ov =) + T* (TY) yo, = 0, 
天 Ti mw + T ”ww EN, 1. 于 是 
Tw To = | Tot Toy) > 71)， 


因而 1 了 ”区 上 不 能 含 收 敏 子 列 ,这 与 工 ” 为 紧 算 子 (用 命题 3.3.3(iv)) 相 了 矛盾. 因 
此 NCT”) = {0}, 如 所 要 证 . 

(0 证 otT) 无 非 零 从 点 , 设 1%.1 Ca(T) 是 一 收 往 序列 ,可 设 互 不 相同 
月 A 关 0(Yn EN 令 了 = 1 一 十 . 因 %, 是 个 的 特征 值 , 故 有 0 关 zs 所 
NET EN), 即 zz, 是 丁 关 于 的 特征 向 最 ,如同 在 线性 代数 中 一 样 ,由 4 到 
不 相同 可 推出 x ,zz，…,z, 线性 无 关 . 令 驳 ， = spanf7 ,Tw | ， 则 如 定理 
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1.4.8 的 证 明 ,由 Riesz 引 理 有 yy EX ,使 得 上 y= 1,d (yi1) 守 112(n 完 
2). 令 二 忆 awzis 则 当 n >m 时 有 


Tay, + Ty, = Da la, A + Da € Xo 
| Ty — Ty | = Nay ~ (Ty + Ty ) 
= | A fy 一 ACT + Tym) l 
| 4 | dy X11) 1 A 1 12. 
因 1 3 应 含 收 合子 列 , 故 只 能 有 4, 一 0(n -> oo)， 
(iii) 证 ot 耳 ) 为 可 数 集 .由 sc(T) 无 非 零 聚 点 排出 ， 
SEEaT) TSIAISal (EN) 


是 有 限 集 . 显 然 oa(T) CC 和 01 U (UY S,), 故 olT) 是 可 数 集 . 
(iv) 设 0 关 4E ol) ,证 dimN(T) 之 %., 为 此 ,只 北 证 N(T) 中 的 单位 球 
相对 紧 ( 参 考 定理 1.4.8) ,这 和 由 了 为 紧 算 子 及 以 下 事实 推出 ; 


|rE NT): |z| < 
=ir EBO:z= T(r)!Ccc TH 1 (0). 


(Vv) 兰 dimX = 吕 , 则 械 必 不 可 道 ,因此 0 € ol TY 
解释 定理 3.3.6 的 最 简单 例子 是 无 穷 对 角 和 邱 阵 
站 二 diag( a1 ,2 ,4;,), 

其 中 a = 《ai) € .由 鲍 3.3.4(i) 知 AE CLG?). 类 比 于 有 限 维 的 情况 ,自然 狂 
想 oo(A) = ja1, 这 实际 上 是 对 的 ; Yi E N, 直接 看 出 Ae; 二 ae,{|le;| 是 产 的 
标准 基 ), 可 见 a, € og,(A), 且 ;就 是 A 关于 a 的 特征 向 量 . 反 之 , 阁 4E€ 6,(A)， 
0 和 关 z= (xz) € Ar= 4x, 则 必 有 某 个 i EN 使 x 隆 0, 因而 从 ax, = jz 
得 出 4 = a,, 当 不 计 重 复 时 |a,1i 可 以 是 有 限 集 与 无 限 可 数 集 . 可 见 , 定 理 3.3.6 中 
的 <( 了 ) 可 以 是 无 限 可 数 集 ,此 时 它 必 以 4 = 0 为 其 聚 点 ， 


$3.3.3 Riesz-Schauder 理论 
作为 一 个 无 限 维 结果 ,定理 3.3.6 无 疑 是 深刻 而 令 人 鼓舞 的 . 但 它 所 对 应 的 有 
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限 维 结论 (读者 试 说 说 看 ) 却 平凡 得 不 值 一 提 . 这 就 表明 ,推广 通常 特征 值 理 论 的 工 
作 还 只 是 走出 最 初 的 一 步 , 线 性 代数 中 那些 更 深入 的 结果 , 例 刀 特征 值 的 几何 重 数 
与 代数 重 数 、 根 子 空 间 及 和 矩阵 的 标准 形 等 ,在 紧 线 性 算 子 理论 中 将 取 什 么 形式 ,或 
者 是 否 有 其 地 位 ,都 是 有 待 回答 且 不 容易 的 问题 .在 主要 目的 是 介绍 读者 入 门 的 本 
节 中 ,我 们 不 可 能 详尽 地 讨论 这 一 切 .但 你 肯定 会 对 管 案 是 什么 感 兴趣 ,这 正 是 我 
们 就 要 概 插 地 给 出 的 .按照 传统 说 法 ,下 面 这 个 较 长 的 结果 称 为 Riesz-Schander 理 
论 吕 ， 
定理 3.3,7 设 了 ECLOX) ,0 天 1 EC. 
{ 普 EufT), 则 存在 r 汪 1, 使得- 
NTICNCGON)CHCNGT) = N(T) (Yh 7r); (3.3.5) 
R(T)IO R(TI) DIORGOD = ROT) (Yk 1); (3.3.6) 
X = N(T) 名 R(T). {拓扑 直 和 ) (3.3.7) 
式 (3.3.5) 与 (3.3.6) 中 的 包含 均 为 真 包含 , 且 dimN(T') < co， 
(让 若 2€ ofT), 则 dimN(T) = dimN(T:); 阁 4 闫 x, 则 
NT Ct NCT?). 
{iii) 设 y EX,vw EX ,对 于 互相 联系 的 线性 方程 


AT = 了 十 多 (3.3.8), 
与 


Ai 一 Tut+v (3.3.9), 

有 以 下 结论 : 

方程 (3.3.8), 有 解 x E€ XX 号 对 方程 (3.3.9)o 的 任何 解 有 u(y) = 0; 

方程 (3.3.9), 有 解 x € XX* 今 对 方程 (3.3,8), 的 任何 解 + 有 w(x) = 0; 

对 任何 y E X 方程 (3.3.8), 恒 有 人 解 亿 方程 (3.3., 8)。 仅 有 零 解 ,此 时 x = 
Ti'y 是 方程 (3.3.8), 的 惟一 解 ; 

对 任何 v € XX" 方程 (3.3.9), 恒 有 解 写 方程 (3.3.9), 仅 有 零 解 ,此 时 ， = 
Ti 是 方程 (3.3.9), 的 惟一 解 . 

现在 对 上 面 这 串 颇 长 的 结论 略 作 解 释 . 类 比 于 矩阵 理论 , 式 (3.3.5) 中 的 
NTD) 称 为 了 关于 定理 特征 值 4 的 根子 空间 , 它 与 特征 子 空间 N( 工 ) 均 为 个 的 


外” 通常 所 说 的 Riesz-Schauder 理论 ,也 包括 定理 3.3.6, 此 处 只 是 为 了 突出 定理 3.3.6, 将 
其 预先 单独 处 理 了 . 
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不 变 子 空间 ,二 者 的 维 数 分 别 相 当 于 线性 代数 中 的 代数 重 数 与 几何 重 数 . 显然 
dimN(T,) < dimN(CT), 
这 正好 相当 于 熟知 的 线性 代数 结论 :几何 重 数 所 代数 重 数 . 
至 于 定理 3.3,7(ii) ,只 要 注意 到 方程 (3.3.8), 有 解 舍 y E R{T,),z 是 方程 
(3.3.8) 的 解 富 x € N(T), 就 可 将 涉及 方程 (3.3.8), 与 (3.3.9), 的 四 个 结论 
缩写 成 : 


R(T) =+ N(T? ); (3.3.10) 
R(Ti) = NT (3.3.11) 
R{T) = XSN(T,) = {10}; {3.,3.12) 
R(Ti) = XEON(T) = 101. (3.3.13) 


其 中 式 (3.3.10) 可 由 式 人 2.4.17) 与 引 理 3,3,5 推出 .仔细 分 析 定 理 3.3.6 之 证 的 
第 (让 ) 段 ,可 以 看 出 我 们 实际 上 已 证 明 式 (3. 3. 12) 与 式 (3. 3.13). 至 于 等 式 
(3.3.11) 的 证 明 , 则 清 要 某 些 更 细致 的 分 析 . 
等 价 关 系 (3.3.12) 的 意义 在 于 , 它 将 判定 方程 (3.3.8), 的 可 解 性 问题 转化 为 
判定 对 应 的 齐 次 方程 只 有 零 解 的 问题 ,后 者 往往 要 容易 得 多. 试看 一 个 简单 例子 . 
例 3.3.8 考虑 积分 方程 


Xu lx) = | aly)dy + v(x). (3.3.14) 


心 


1 
Tu = | uCy)dy, 


则 TE CL 且 TE CLCGCO)),J = [0,1]; 方程 (3.3.14), 可 缩写 成 
Au = Tw 十 v. {3.3, 14% 


设 4 天 0. 因 Tw = const, 故 方程 (3.3.14)。 只 能 有 常数 解 (rz) 二 a. 以 w(x) 二 
4 代 人 式 (3.3.14) 得 ia = a. 若 4 隆 1, 则 必 a = 0, 因此 方程 (3.3.14) 只 有 等 
解 .于 是 由 定理 3.3.7( 这 ) 得 出 结论 : 若 4 关 0,1, 则 对 任何 vw € Li(]) (或 uv 世 
CC ) ,方程 (3.3.14),。 有 惟一 解 x € 工 2 站 (或 wn € CC) ) ,这 个 解 就 是 


ultrT) = A [vxr) tb] (rE), 
其 中 号 = u(x)qz. 这 与 
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a uz)dz 一 | sea)az 十 而 


一 起 解 出 5, 最 终 得 到 


上 让 sy)dy] {x E71). 


uz) = | v(x) + 


33.4 ” Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 


如 所 熟知 ,矩阵 理 论 中 最 党 有 成 果 的 一 些 内 容 , 密 切 联 系 着 内 积 、 正 交 性 等 概 
念 ,这 部 分 内 容 的 无 限 维 推广 ,自然 涉及 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 .实际 上 ,线性 
算 子 谱 论 中 最 精致 最 优美 的 部 分 , 正 是 关于 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 的 . 本 节 只 
是 介绍 这 一 更 论 的 最 杞 等 的 部 分 . 

以 下 设 及 是 给 定 的 复 Hilbert 空间 . 


$3.4.1 相伴 算 子 
Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 谱 论 之 所 以 具有 更 丰富 的 内 容 ,在 很 大 程度 上 是 因 


为 有 一 个 由 内 积 定义 的 运算 : 
* :LL(H}— LL(H), TT*. (3,.4.1) 
这 一 新 运算 与 线性 运算 .乘法 一 起 ,使 得 算 子 代数 L(HH) 共有 很 丰富 的 结构 ,这 就 
为 谱 论 的 深信 展开 准备 了 条 忻 . 
定义 3.4.1 任 给 EE 上 L(EH), 由 恒等式 
《Try = {rT yy (x,y€EH) (3.4.2) 


决定 一 个 算 子 了 ”E&€ L(H), 称 它 为 工 的 相伴 算 子 . 

以 上 定义 形式 上 固然 很 简单 ,但 它 有 一 个 明显 缺陷 , 即 定 义 本 身 并 未 自动 说 
明 , 式 (3.4.2) 确 实 决 定 一 个 算 子 T* € L(H), 这 就 需要 补充 -- 番 解释 .首先 ,对 
给 定 的 y € 日 ,由 


u(r) = {Try (rE€EH) 


显然 定义 一 个 x, EH" , 且 目 w 目 志 中 了 中叶 yy 中. 由 定理 2.3.6, 存 在 由 uw,( 因 
而 也 就 由 y ) 惟 一 决定 的 y”E 雪 , 使 得 


wx) = ry ) (rx €H), 
是 y= 中 w 1. 只 要 令 Ty = y* ,就 得 到 一 个 确定 的 算 子 T* :HH 一 日， 


8#3.4 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 | ， "147 ， 


yy 一 3 ， 它 使 得 恒等式 (3.4.2) 满 是 , 且 
Ty| = Ha, a Tyl. 
余下 只 要 说 明 个” 是 线性 的 , 即 
了 T (9 十 由 三 af y+thl yy (tapEC,y,m EH), 
这 由 以 下 推演 得 出 : 
(xz,T' (ay + By)) =(Tr,ay + By) = a( Tr,y) t BETr,y) 
=atx, Ty + Az,T y1) (用 (3.4.2)) 
=xalT yt+hT’y) (Yr€EH). 


这 样 ,定义 3.4.1 的 合法 性 得 到 证 实 ， 

了 ”这 一 记号 大 概 会 使 你 猜 度 ;相伴 算 子 是 否 就 是 对 偶 算 子 ? 形式 上 ,恒等式 
(3.4.2) 与 式 (2.3.16) 确 实 高 度 类 似 . 容易 说 明 , 在 Hilbert 空间 上 ,相伴 算 子 与 对 
偶 算 子 有 着 很 简单 的 联系 ,但 二 者 在 概念 上 并 非 完全 一 致 . 考虑 到 对 于 Hilbert 守 
间 实 际 上 -只 使 用 相伴 算 子 , 故 记号 T” 并 不 会 与 对 侦 算 子 相 混 满 . 而 且 , 记 住 有 关 
对 偶 算 子 的 某 些 事实 ,对 于 展开 相伴 算 子 理论 不 无 益处 ， 

例 2.3.8 中 关于 对 偶 算 子 的 两 个 例 于 略 加 改变 ,就 成 为 相伴 算 子 的 两 个 典型 
例子 .首先 设 A = [ae] EC", 则 VYx,yE€E0C", 有 


‘Ax ;2 = 2) { Djasn, )s; 一 了 > Dasy 
二 Dz, 了 机 一 《全 有 ” y), 
这 表明 A”= [= 有 A", 即 4* 原 不 过 是 A 的 共 思 转 置 . 


其 次 设 丁 EL(L2(])) 是 以 区 (zy) EE L2(J x 为 核 的 积分 算 子 , = 
[a,5](a < 5) (参看 命题 2.2.3(ii)), 则 Yu,v E12(1), 有 


(Tu,v) -| Vadz| K(x,y) u(y)dy 


= [udy| K(x,y) aiax {积分 交换 ) 


= ful)de | KO zu)dy (zy 互 换 ) 


=《ux, T" vy. 
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由 此 可 见 , T" 正 是 以 K(y,x) 为 核 的 积分 算 子 ,而 Kiy,z) 可 看 作 天 (zy) 的 
“ 共 孝 转 置 ”. 
下 面 的 命题 综合 了 运算 (1) 的 一 些 基本 性 质 , 它 与 命题 2.3.9 是 高 度 类 们 的 . 
命题 3.4.2 ”对 任 给 T,S € L(HF),a,8 EC, 成 立 以 下 等 式 ， 


(aT + 的) = aT’ + 的 "| (3.4.3) 
(TS)” = ST*, (7T)" = (Ty)"; {3.4.4) 
CTD)" = (TY (着 个 可 道 ); (3.4.5) 

了 ”一 了; (3.4.6) 
[TT*H = TI; {3.4.7) 
{Tl = | TT = | TH. (3.4.8) 


证 式 (3.4.3) 一 (3.4.5) 的 验证 是 直接 的 (参照 命题 2.3.9 中 相应 结论 的 证 
朋 ). 其 次 ,由 


‘rT y=CT' zr,y) = (y, Tz) (用 (2)) 
={Ty, x) = Cx, Ty) (Yrz,y EH) 
得 出 T"”= TT. 为 证 (3.4.7), 首 先 指出 { 依 定 理 2.3.6 与 式 (2.3.1)) 


lyl = SH, | 《全 yy》 | 二 ,Shp | {ys xX) |. (3.4.9) 
于 是 
站 工作 = SH, | T*yl {用 式 (2.1.7)) 
一 1 和 ， 1 2 | 《3 | (用 式 (3.4.9)) 
= sp sp, 1 《Tr,y) 1 (用 式 (3.4.2)) 
-sup, i Tz) = | TH. 
对 于 式 (3, 4.8), 首 先 由 
HT* TITIHITI= | TH? 


= sup | Tzr|* = syp (Tr, Tr) 


1z =1 1 z1 一 


= sup 《zyT Tr} 过 TT’* 工 | 


rl =1 


得 天 工 | = 4 工 ;其 次 有 
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TT = TT = = Tl， (用 式 (3.4.7)) 


故 式 (3.4.8) 得 证 . 口 
等 式 (3.4.3) 一 (3.4.6) 在 年 阵 理论 中 是 熟知 的 . 为 理解 式 {3.4.7), 式 (3.4.8)， 
可 用 -个 更 简单 的 比拟 ; 若 将 a EE 它 等 同 于 一 阶 第 阵 1a], 风 ae”= 元. 这样, 在 
ECIC=C) 中 , 等 式 (3.4.7),(3.4.8) 成 为 熟知 的 : 
1al=ilal; laal=lal’: (a€ 人 OC). 


在 - 般 情况 下 , 亦 可 考虑 将 相伴 算 子 比 拟 于 共 示 复 数 . 这 一 比拟 看 似 过 于 简单 化 ， 
但 很 具有 启发 性 ,本 节 后 面 的 内 容 , 将 充分 说 明 这 一 点 . 

用 稍 形式 化 的 语言 说 ,命题 3.4.2 表明 映射 (3.4.1) 是 -一 个 等 距 的 共 妖 辣 构 ， 
它 以 自身 为 其 道 映射 ( 即 下 ”= 了 ) 这 一 事实 的 意义 首先 在 于 :一 旦 得 出 关于 
TT,S 世上 L( 占 ) 等 的 某 个 结论 ,就 可 能 用 命题 3.4.2 推出 关于 了 ,S* 等 的 相应 结 
论 .例如 , 阁 已 知 | 工 , 一 荆 一 0, 则 立 得 上 一 了 "一 0(n 一 0); 车 忆 知 
ST = TS, 则 必 5S* T= 了 TS (用 (4)) 等 


$3,4.2 自 伴 算 子 与 U 算 子 


利用 相 件 算 子 概念 ,可 界定 儿 类 重要 的 特殊 算 子 ,它们 是 Hilbert 空间 上 算 子 
理论 的 主要 研究 对 每. 

定义 3.4.3 设 工 ELID). 若 TT” = 个 * 了, 则 称 了 为 正规 算 子 ; 若 工 = 
IT， 则 称 工 为 自 伴 算 子 ; 若 工 = 全 二 则 称 个 为 T 算 子 . 

可 将 以 上 概念 与 线性 代数 中 的 下 述 约 定 对 照 : 设 4 EC 车 AA* = 
4 4, 则 称 A 为 正规 矩阵 ; 若 4 = A ， 则 称 A 为 Hermite 对 称 和 矩阵 ( 实 的 Her- 
mite 对 称 矩 阵 就 是 对 称 和 矩阵 ); 阁 4”= A71, 则 称 4 为 UU 第 阵 ( 实 的 UU 和 矩阵 就 是 
正 交 知 阵 )., 由 此 可 见 , 定 义 3.4.3 中 的 概念 者 有 其 有 限 维 原型 ;从 这 些 原型 所 获得 
的 启发 .对 于 展开 自 伴 算 子 与 UU 算 子 理论 是 十 分 有 益 的 .一 个 直接 与 矩阵 类 比 而 
入 示 出 的 结论 是 :以 (xr,y) 为 核 的 积分 算 子 (假定 及 (x,y) 平方 可 积 ) 为 自 伴 算 
子 的 充 要 条 件 是 K(x ,y) = K(y,.r). 一 个 更 简单 的 比拟 亦 有 用 处 ; 日 伴 算 了 可 类 
比 于 实数 4o = a = a 和 由, 和 布 U 算 子 则 对 应 于 模 为 1 的 复数 (二 = ae 全 al= 
1 .这 一 比拟 的 好 处 在 本 节 第 C 段 中 将 更 充分 地 显示 出 来 . 

从 定义 3.4.3 直接 看 出 , 自 伴 算 子 与 U 算 子 都 是 正规 算 子 .不 过 ,正规 算 子 比 
月 伴 算 子 与 可 算 子 要 宽泛 得 多 ,要 得 出 关于 正规 算 子 的 一 个 一 般 理 论 也 就 更 不 容 
易 .因此 ,我 们 主要 考虑 自 伴 算 子 与 UU 算 子 . 另 一 方面 ， 如 下 结 告 论 表 明 自 伴 算 子 处 
于 更 基本 的 地 位 : 蔡 A € LL(H) 是 自 伴 算 子 , 则 了 = e* 是 苛 算 子 ， 

一 信守 六 


= 
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好 


3 A ) (用 式 (3.4.3),(3.4.4),(3.4.7)) 
r= 


3 (ia eh Tl 


] 
划一 用 A 


更 细致 的 分 析 可 证 明 , 关 TE L(H) 是 侣 算 子 ,有 目 olT) 不 充满 复 平 面 上 的 单位 
圆周 , 则 必 有 上 自 伴 算 子 A € L(H), 使 得 丁 = e*. 这 就 可 能 将 自 伴 算 子 的 有 关 结 
论 直接 转移 到 U 算 子 . 有 趣 的 是 ,以 上 结论 可 以 从 [ee 1= 1(w E R) 这 一 简单 事 
实 得 到 启发 . 

命题 3.4.4 ” 设 下 ELIL(H), 则 以 下 结论 成 立 ; 

(和 全 是 正规 算 子 守 Tz = 用 T'*r|(YzrE€H). 

(ii) 工 是 白 伴 算 子 富 CTx,x) ER(Yx € H). 

《ii) 荆 是 U 算 子 仿 TT: 日 -> HH 是 等 匠 同 构 . 

证 ”首先 ,用 式 (1.5.10) 建 立民 等 式 ; 


447z) = 人 TOr+3) 内 一 《TUz 一 人 一 四 


tiiTir+iv),r +iy) -KT(r ~ iy), zr - iy). 


(3.4.10) 


帕 式 (3.4.10) 推 出 :车 《Tzr,zx) 二 0(z € 日 ), 则 (Tr,y) 二 0(z,y EE 日), 从 而 
Tx 三 0, 即 人 = 0, 由 此 叉 推 出 :着 《Tx ,x) 二 《Sx ,rz 万 于 , 则 T= 5S. 这 
表明 了 完全 由 二 次 证 务 z 一 《Tx,z)(x € 日 ) 所 决定 . 

利用 以 上 结论 ,有 


TT” = TITS(TT zx, xr) (TT Try 
ST zx,T' rx) (Tr, Tr),， (用 式 (3.4.2)) 
这 得 出 结论 ( 间 . 其 次 ， 
T= TETr,r) (Tr,zx) 
(Tr ,x) 二 《C1z,z)，( 用 式 (3.,4.2)) 
即 卫 = T' 嘻 (Tr,x) E€ R(Yx E€ 呈 ), 这 得 出 结论 会) .类似 地 ， 
T， -= TeTT -TT 
| 
今 了 是 等 距 同 构 ， 
这 得 出 结论 Gii). 器] 
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现在 考虑 本 节 的 中 心 课题 : 自 伴 算 子 与 D 算 子 的 谱 .由 线性 代数 知道 , Her- 
mite 对 称 和 矩阵 有 实 特征 值 ;U 矩阵 的 特征 值 有 绝对 值 1. 这 些 结论 可 推广 为 更 一 般 
的 定理 . 

定理 3.4.5 设 TEL(H). 

(0) 若是 下 虎 算 子 , 则 x,(T) = 站 个 | 

(ii) 若 了 是 自 伴 算 子 , 则 af(T) 己 R; 设 [m,M] 是 包含 stT) 的 最 小 闭 区 
间 , 则 


m= inf Try M-= sip Tr ,rs {3.4.,11) 
| 三 


lxl =1 


TTI = maxtlml,iM1|= ,Syp, | < Tx,xy |. (3.4.12) 


(i) 车 了 是 口算 子 , 则 YAEalT), 有 141= 1, 即 al} 己 $1,S! 记 单位 
圆周 . 
证 {由 TT* = 了 个 太 式 (3.4.8) 右 


TH = T= | T* TOT T)* | 
= | CP) | = | 上 ， 
故 得 了 上 = 工 , 进而 归纳 地 得 出 了 7 = | 小 ”tn 污 1), 于 是 


re) = lm 2 = TH， 《用 谱 半径 公式 ) 


《ii) 首先 证 o(T)CR, 设 A=a+i8€EofT),a,8ER, 今 证 8=0.Y1E 
R, 有 A+it 世 ol 全 + it1) (用 定理 3.2.3), 于 是 


oe + (B+2Y ET+il? {用 式 (3.1.13)) 
= | (T+tiN(T + 本) ”| (用 式 (3.4.8)) 
= +a 和 T+ ，( 用 T= 工 *) 


这 推出 28z < ‖ 工 上 =- o 一 8 要 使 此 不 等 式 对 任何 上 € RR 成 立 , 必 须 8 = 0. 
其 次 证 of 本 ) 己 [m,M],m,M 依 式 (3.4.11). 巾 式 (3.4.11) 推 出 ， 


mz ir, Mr|’ (x 入 HH). (3.4.13) 


只 需 让 4 > M = € pl 了) ( 同 理 将 有 4 < mw 二 A E p(T)). 设 14> M, 令 工 
二 一下, 风 YY¥zx€ 瑟 , 有 


| Tz zl (Tz, = 4)? (Tr, x) 


宇 (A -MD) | x ll, (用 式 (3.4.13)) 
于 是 ‖ 了 Pz1 关 人 -MEzl. 因 2- M >0, 放 由 命题 2.1.8 推 出 TT : 义 一 
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R(T,) 是 拓扑 同 构 , 因 此 R(T,) 必 为 互 的 闭 子 空间 .为 证 p(T), 只 上 证 
RR(D) = 互 ; 为 此 又 只 要 证 R(T)+= 0 车 yy 后 民 (T)L, 则 Yz 红 五 ,有 


性 ={ x,y) 二 {CAT ,YY 一 < Tr, yy 
= {x,Ay — Ty), {用 T= 了") 


因而 Ty = Ay,y EN(T,) = 10}. 故 RET,)+= f01, 如 所 要 证 . 
然后 证 上 了 = 8, 此 处 8 记 式 (3,4.12) 的 右 端 .显然 B= max|! m1,1M |}， 


且 
| Tr,z) Bl|zrl’ (re 及) (3.4.14) 
由 式 (3.4.12) 直 接 看 出 8 志 由 全 | 上, 故 只 需 证 8 守 本 川 . 因 
| 中 = sup ， | Tr = jp! 《Tr,y) |， 
苓 只 要 对 取 定 的 x,y€ H, 上 zj = yi =1, 证 | Tr,y) | 过 PB. 令 e = 
sgn< Tx ,y) 中 , 则 
41 CTr,y) |=4(Tr ,Ey) = 4Re( Tz ,2z) (xz = Ey) 
=《T(z tz),r + 2) (T(r 2), - 2) (A 用 式 (3.4.10)) 
Pzr+trzl +zr—zl’) (用 式 (3.4.14)) 
=22( | zl ?+ | zi’) ss48， 《用 中 线 公 式 ) 


故 得 1《Tz,y)y | 过 8, 如 所 要 证 . 

最 后 证 M E ol 人 丁 ) ( 同 理 将 有 sw &€ oo( 工 ) ) .不 久 设 0 所 敬之 MM {否则 以 人 
- 5 伐 了 工 ) , 则 由 式 (3.4.12) 导 已 证 的 (有 M = 1 下 | = (TT). 因 gl TT) 是 闭 
集 , 故 必 M € ol(T). 于 是 (这 得 证 . 

(i) 首先 ,由 TT 了 ”= 了 及 式 (3.4.8) 有 

1= TT*| = 直下 1， 

故 TH = TT" =1( 用 式 (3.4.7)). 任 给 4Eo(T), 有 14141 过 有 和 上 | = 1 
另 一 方面 ,从 Eee(T TD) = elT 得 1 过 1T 1 = 因此 1= 1, 
如 所 要 证 ， 


定理 3.4.5 中 最 重要 的 结论 是 (ii), 今 用 一 些 具体 例子 来 加 以 说 明 . 
例 3.4.6 人们 设 A= A EC,c(A) = AA2 A 


nt 


中 ”参看 第 77 页 注 翁 。 
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之 4,， 由 线性 代数 熟知 有 矩阵 @, 使 得 
RQ AQ = diag(Cai ha ss An). 
注意 到 U 变换 x = Qy 是 等 喉 同 构 (3.4.40i)), 得 而 
min(Ar,z) = mintAQy, Qy) = miny’ Q’ AQy 


=minS Aly | =A {y= 


了 1 
lvl=1 
类 似 地 , maxtAx ,r= 4 . 这 与 定理 3.4. 5 让) 的 结论 正好 相合 ， 
由 此 可 见 ,Hermite 对 称 甜 阵 的 特征 值 性 质 ,为 定理 3.4.5( 让 提供 了 有 限 维 原 
型 .至 于 在 无 限 维 空间 中 , 自 伴 算 子 了 的 谱 则 可 能 是 [xx ,Mm ,MM 六 式 (3.4. 
11)) 的 任何 闭 子 集 (但 保持 rw ,ME a(tT) ); 特 别 ,可 能 有 az(T) = [mm,M], 这 可 
通过 下 面 的 例子 来 说 明 ， 
(让 设 J = [a,bj(a 之 5),p EL”(/). 定义 
Tu = gu, (u EL(T)) (3.4.15) 
则 显然 TE LGCO)D), 生 TI 和 | pl .Yu,v EL:(J), 有 
¢ Tu, vu) 一 (gu sv) 一 us PU) 一 ‘wT vy, 
可 见 
Tu= Bh ED) 《3.4.16) 
这 就 表明 : 了 是 自 伴 算 子 全 p 是 实 函 数 , 丁 是 U 算 子 富 5= pg 1 司 1g1=1, 车 
?是 实 连 续 函 数 , 则 可 验证 二 次 泛 函 
(Tas1) = | ez) 1 uz) padz 


在 单位 球面 | “ 上: = 1 上 的 上 、 下 确 界 分 别 为 g 在 J 上 的 最 大 值 M 与 最 小 值 m， 
Lm ,Mj 就 是 包含 ef 工 ) 的 最 小 闭 区 闻 . 

为 确定 起 见 ,下 面 设 9 为 线性 函数 , g(a) = 加,g(5) = M,m < M. 今 指明 
oT) = [m,M]. 事实 FL, YA E€ R,v€ 17(]), 从 方程 

AW— Pu = 
可 惟一 地 解 出 
uo= (A- og) iv. 

各 4 后 [六 :了 ], 则 上 述 的 wu € (7), 可 见证 可 道 , 央 而 A4E p(T). 和 车 
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€ Lm, 本 ], 则 取 w 二 1 有 


fl) fda -| 说 


六 de '(y) _ ,, 
m {A yy ’ 


即 # ELIAN, 可 RAE oa(T). 
男 一 方面 , 戎 1g1= 1, 则 当 A EC,|41 关 1 时 ,对 任 给 wvE Li'(Q) 有 
(A—- 9p) wv EL (), 
因而 4 &€ p(T). 这 表明 ofT) CC S', 取 J 了 = [0,2xr], gtx) = er 说明 ,对 于 一 个 
U 算 子 荆 可 能 有 o(T) = 8S'. 
形 如 式 {3.4,15) 的 算 子 可 看 作 有 限 维 对 角形 的 推广 , 它 用 来 解释 Hilbert 空间 
中 的 线性 算 子 概念 是 很 有 效 的 ,后 面 还 要 用 到 类 似 的 例子 . 


$3.4.3 正 算 子 


在 线性 代数 中 ,对称 惩 阵 的 正定 性 是 一 重要 概念 ,下 后 来 推广 此 概念 . 如 同 在 
线性 代数 中 -~- 样 ,对 于 自 伴 算 子 了 和 LLH), 总 是 将 它 与 二 次 泛 函 《Tr ,zy 联系 
起 来 考虑 , 显然 ,二 次 泛 函 正 是 线性 代数 中 二 次 型 的 推广 ; 若 A = AT ER™", 则 

‘Ar,r}= xr Ar (ER 


就 是 以 4 为 算 阵 的 二 次 型 ;车 A - 4 EC 则 (CAxr,x (xEC*) 就 是 以 A 为 
和 矩阵 的 Hermite 二 次 型 . 

定义 3.4.7 设 T,S € L(H) 是 自 伴 算 子 ,车 {Tz ,x) 守 0(Y¥x EHH), 则 
称 为 正 算 子 , 记 作 丁 汪 0; 若 十 -5 实 0, 则 约定 丁 守 S$S 或 $ 过 TT. 

设 加 依 式 (3.4.10), 则 (Tx,x) 宇 0(Yz € HSm 守 0Sa(T) CC [0,%) 
(参看 定理 3.4.5(i)). 可 见 , 自 伴 算 子 了 是 正 算 子 的 充 相 条件 是 其 谱 值 非 贡 .车 只 
> 0, 则 《Tz,zx) 宇 0 提升 为 更 蝇 的 不 等 式 ( 依 式 (3.4.13))， 

(Tr,r)>2m|r|: (rE€EH), 
此 时 不 妨 称 全 为 正定 算 子 .这 样 , 自 伴 算 子 人 正定 写 a(T) C (0,co), 这 与 线性 
代数 中 的 结果 一 致 .而 正 算 子 则 与 线性 代数 中 的 正 半 定 什 阵 相当 . 

容易 验证 , 自 伴 算 子 相 加 及 与 实数 相 莱 仍 得 自 伴 算 子 .这 就 表明 , 记 上 的 自 伴 
算 子 之 全 体 构成 一 实 向 量 空间 , 记 作 LL, (HY). 在 很 多 方面 ， 工 ,( 万 ) 与 L(H) 的 关 
系 ,犹如 RR 与 C 的 关系 .一 个 简单 而 有 趣 的 事实 是 每 个 下 入 L(H) 有 惟一 分 解 : 


T= A+iB, A,BEL(H) 
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且 
4=(T+T)DP， 有 =(T- 了 125b 


因而 T”= A -i8. 你 看 出 分 解 式 工 = A + 1B 与 复数 的 表示 zx = a + 油 正好 相 
当 . 有些 作 者 其 至 就 称 A,B 为 的 “ 实 部 ”与 “ 虚 部 ”. 基 于 这 一 类 比 ,你 更 容易 理 
解 定义 3.4.7 中 所 定义 的 序 关 系 专 , 它 正 好 与 实数 之 间 的 序 关系 相当 ,虽然 不 尽 相 
局 .借助 于 序 所 ,可 以 在 L,(H) 中 建立 丰富 的 结构 ,从 而 推广 实 域 R 上 的 许多 熟 
知事 实 .可 惜 ,我 们 六 没 有 太 驳 篇幅 来 详尽 讨论 这 一 切 了 ,下 面 只 是 列举 一 些 最 基 
本 的 结论 ,以 使 读者 有 一 个 大 概 印 象 . 

定理 3.4.8 对 于 吾 上 的 自 伴 算 子 , 以 下 结论 成 立 

(i) 委 基 一 个 半 序 ,这 意味 着 了 所 了 工 ( 自 反 性 ), 尺 志 5 达 T=>R 所 本 (可 传 
性 ), 过 $S 乏 TT 二 5 = 工 (反对 称 性 》. 

(ii) 筷 蚌 线性 的 ,这 意味 着 丁 守 5S 字 aT 扩 aSsla 守 ,TT 所 Si(i=1, 
2 了 | + TT 和 9 + SS,. 

{说 ) 委 是 可 科 的 ,这 意味 着 , 若 A 芝 0 了 T 关 ,4 与 T,S 可 换 , 则 AT 之 AS 
特别 , 若 4 芝 0; 工 关 0,4 与 工 可 换 , 则 4 工 之 0. 

(iv) 委 是 连续 的 ,这 意味 着 T, 所 S,(Yn€ NN) 过 limT, 所 limS., 此 处 极限 
是 在 强 收 和 敛 意义 下 取 的 , 且 假 定 其 存在 . 

(Vv) 单调 有 界 收 敏 原 理 . 若 Ti 和 Ti 所 ACY rn EN) ,列强 收 伍 于 革 
个 TE L(H), 月 二 入 有 A, 将 所 改 为 宇 , 所 述 结 论 保持 成 立 . 

(vi) 序 区 间 .0 系 工 系 工人 ol) 志 [0,1]; Ya >>0, 有 


一 二 工 和 上 人 可 TI 人 [ea 和 | 玫 工 | 和 a 
TaT AS=>aup|l Tl <%. 


最 后 这 个 性 质 意味 着 :对 于 自 伴 算 子 序列 , 序 有 界 推出 范 数 有 界 . 

(vii) 正平 方 根 . 若 了 之 0, 则 存在 惟一 的 A 宇 0, 使 得 A? = T; 这 样 的 4 称 
为 了 的 正平 方 根 , 记 作 了 2 ;TS = ST 过 TS = 3STO2， 

以 上 结论 的 证 明 并 不 都 是 平凡 的 (例如 参考 文献 [10] $3.6) ,但 结论 本 身 则 简 
单 明 口 , 类 比 于 实数 更 可 赋予 基 种 吉 观 性 . 

车 zz ,MM 依 (11), 则 过 TT 各 MMi. 因此, M 与 产 也 分 别称 为 下 的 上 界 与 下 


界 . 
任 给 工 E L(H), 显然 了 守 0, 约定 | 工 |=《〔《T2)2， 


+ 1 1,,. 
T= 30 TI+ 了)， 了 = FT1~ TT). 
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我 们 自然 联想 到 关于 实 函 数 的 类 似 记号 ,因而 不 和 免 将 1 了 1, 三, 与 人 分别 认 作 
了 的 "绝对 值 *“ 正 部 "与 “ 钠 部 ”, 当然 ,这 只 是 一 种 比拟 ,但 这 一 比拟 使 得 与 之 有 
关 的 结论 更 好 理解 .关于 |] 工 | ,TT' ,了 的 以 下 性 质 容易 从 其 定义 直接 推出 ， 

命题 3.4.9 设 下 EL(H), 则 以 下 结论 成 立 ? 

(DT= TT ,| TI Ti+ TT". 

{让 阁 工 宇 0, 则 1 个!= 了 = TT,T =0; 若 TR0, 则 | T1= T- =- 了 ， 
T+= 0， 

(i) [= T= THI, T= TT,(- T= Tt. 

{iv} T'! T- -= T- T+= 0. 

() 亲 卫 与 5S EE L(tX) 可 换 , 则 | 工 |, 了 ' ,TT 均 与 5 可 撞 , 

利用 由 (15) 定 义 的 算 子 了 , 可 得 到 以 上 结果 的 最 清晰 的 解释 . 设 g € L” (7 了) 
是 实 两 数 , Tu = gputn E112), 则 | TT| w=] pluTin=p usT w= 
Pp 可见 | 个 1, 了 ?与 个 分 别 对 应 q 在 通常 意义 下 的 绝对 值 , 正 部 与 负 部 . 硬 这 
种 情况 下 ,命题 3.4,8 的 结论 完全 是 平凡 的 . 


$3.4.4 ” 正 扫 是 


首先 回忆 一 下 , 若 瑟 = A 儿 Al 是 正 交 分 解 , 则 由 此 分 解决 定 的 从 瑟 到 A 的 
投影 称 为 正 投影 算 子 或 正 投影 ,通常 忆 作 Ps; Y x 日 ,Pnx 就 是 x 在 A 中 的 服侍 
到 近 ( 参 看 定理 15.10). 现 在 系统 地 研究 正 投影 之 间 的 运算 与 相 和 日 关系 . 为 此 , 首 
先 给 出 正 投影 的 以 下 刻画 . 

命题 3.4.10 了 E L(H) 足 届 投影 TY = T= 人， 

证 首先 设 了 = Ps ,A 是 日 的 六 子 空间 .直接 看 出 Tz = 工 . 其 次 ,由 


(Try) = Tr,y — Ty) + (Tr, Ty) 


=¢ Tr, Ty) {(y—- Ty€A!') 
Tx- zx,Ty) + (rx, Ty) 
一 《rr Ty) (¥Yr,yE€E nH) 


推出 工 = T* ,反之 , 设 人 = 十 = 了 , 令 有 = R(T),B = R(I 一 芽 ), 则 直接 
看 出 H= A+B.Yz,y€ 日 ,有 


《Try 一 了 yy》 =《 Try — (Tx, Ty) 
=Tx,y -Try =0，{ 用 了 = 个 = TT*) 


这 表明 BC Al. 因 A NU-T) 是 闭 了 空间 , 故 有 六 - 办 A+ ( 依 定理 
1.5.10), 因 而 B = At, 本 = P, 是 正 投影 . 口 ] 
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设 卫 EL(H) 是 正 投影 ,现在 利用 命题 3.4.10 来 推出 P 的 某 些 性 质 .由 严 
= PP 与 定理 3,2,3 推 出 : YAE s(tP), 及 一 A = 0, 因 此 olP) 忆 10,11. 若 
zfP)= 101,; 则 P=0( 用 (12)) ,从 而 P=0; 若 oc(P) = 11|, 则 PP 可 道 , 因 
而 必 PP= 4; 兰 P 关 0,1, 则 otP) = 10,11, 上 Pl = 1( 用 (12)). 在 任 一 种 情况 
下 有 
0 Pr, Pry = (Pr,7z) Ct, x), 
这 表明 0 所 PP 所 了 说 明正 投影 的 最 直观 的 例子 是 对 角形 
P= diagfa ao) a, = 0 或 1(l 所 Yn)， 


它 显然 满足 P= P= PP*. 

在 一 定 条 件 下 , 正 投 影 的 积 , 和 或 差 仍 为 正 投 影 .准确 地 说 ,就 是 以 下 命题 . 

命题 3.4.11 设 P, EL(H) 是 正 投影 , A, = RCP,)(i = 1,2), 则 以 下 绪论 
成 立 : 

(i) PiP; 是 正 投影 二 PP, = P,P 一 R(PJP,)) = ANA,. 

《iiy Pl + PP 是 正 投 影 舍 PP; = 0SA, | 4 一 民 (P + P) = Aj + A;. 

(证 ) P; ~ Pi 是 正 投影 守 PiP; = PP = PCA CC ADP 所 PP;. 

以 上 结论 的 证 明 并 不 十 分 复杂 .但 我 们 宁可 放 过 这 些 证 明 ,以 使 尽快 看 到 本 节 
的 最 终结 果 : 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 

定义 3.4.12 若 正 投影 族 |E, : 4 EE RICELO) 满足 条 件 ， 

(4 二 六 有 所 

(让 当 2 < 时 已 = 0, 当 A 宇 B 时 包 = 了 

(DD) pg VANHEr = Er(yYr € HH). 
则 称 1E | 为 区 间 fa ,8j] 上 的 谱 族 ， 

次 表述 谱 分 解 定理 , 述 需 要 关于 算 子 值 函 数 的 RS 积分 ( 即 Riemann-Stieltjes 
积分 ) 概 念 . 设 4) 与 E(4) 分别 为 区 间 [a,8] 上 的 数值 函数 与 算 子 值 函 数 , 则 
定义 FA) 关于 EEA) 的 RS 积分 为 


road = lm f(r VAE(,), 
a med, "71 


只 要 右 端 极限 在 依 算 子 范 数 收 伍 意义 下 存在 ,如 通常 一 样 , 共 中 ac = 和 0 之 A 之: 
之 A = 是 区 间 [a,8] 的 任意 分 划 , Ai = 4, 一 1,T5 [A Au ] 是 任 取 的 . 
定义 


| fAIdE(A) = lip FOVdEC), 
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只 要 右 端 极限 存在 . 

现在 终于 可 以 叙述 著名 的 谱 分 解 定理 了 . 

定理 3.4.13 设 丁 E L(H) 是 自 伴 算 子 , m,M 依 式 (3.4.11), | 已! 是 区 
间 [xm ,M] 上 的 谱 族 , 它 满足 


a(Es ~ E)} TEs -EF)SA(E, - E,), {3.4.17) 

则 成 立 以 下 谱 分 解 公式 
T= 三 aa (FE(A) = E,); (3.4.18) 
(Tr,y) = | ad(Br,y) (zy € H), (3.4.19) 


其 中 d; 表示 其 后 的 《FE,x ,y) 看 作 4 的 函数 ， | 
证 显然 式 (3.4.18) 蕴 涵 式 (3.4.19), 放 只 要 证 式 (3.4.18). 取 定 a 之， 
作 分 划 


ee=hicii 宝 二 = 订 
令 AA, = A -X18 = x AA; DAE( = EA) — Ei1). 其 次 , 任 取 z € 
[ish,], 令 S = 2)r6E(a). 由 条 件 (3.4.17) 有 
AAP(A) SE TAE(A) ENAF), {liSn) (3.4.20) 


注意 到 >) AE(h,) = 了 从 式 (3.4.20) 推 册 


DAEOQ) ETE YAUAEC,). 
i=1 =t 
于 是 


S—- T= nAEN)— DIANAEC,) 
i—l :=1 


EIAAEC) EON AECN) -= dl. 
| 11 
-5 -全 家 ， 


从 而 和 S 一 个 所 六 (用 定理 3.4.8(vi)), 这 正 表明 式 (3.4. 18) 成 立 . 
粗略 地 说 , 谱 分 解 公式 (3.4.18) 将 自 伴 算 子 个 表 成 ， 了 正 投影 的 (无 限 ) 全 
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组 合 ”, 而 正 投影 是 是 够 简单 而 容易 处 理 的 算 子 , 这 就 使 公式 (3.4.18) 成 为 研究 自 
伴 算 子 的 上 方便 工具 . 

然而 ,你 必定 已 注意 到 ,还 遗留 一 个 重大 问题 :定理 3.4. 13 所 要 求 的 谱 族 
|E,1 是 否 存 在 ?如 何 兢 定 它 ” 这 由 以 下 定理 解答 . 

定理 3.4.14 设 TEL(H) 是 白 伴 算 子 , YAER,T; = 让 一 TT, 羽 是 日 到 
N(T, ) 上 的 正 投影 . 则 1E : A E€ Rl 旦 区 间 [m,M] 上 满足 条 件 (17) 的 谱 族 , 此 
处 mm,M 依 式 (3.4.11). 

定理 3,4.14 的 结论 看 来 是 深刻 的 .并 非 简单 的 考虑 所 能 洞察 的 .但 在 作 了 定 
理 3.4.8 一 命题 3.4. 11 这 一 系列 准备 之 后 ,定理 3.4.14 的 证 明 已 不 很 困难 了 . 尽 
管 如 此 ,我们 还 是 不 打算 去 给 出 这 一 证 明 . 你 可 能 更 感 兴趣 的 是 :一 个 满足 条 件 
(3.4.17}) 式 的 谱 族 其 具体 形态 如 何 ? 要 说 明 这 一 点 ,运用 具体 例子 比 抽象 构造 更 
加 有 有效. 

例 3.4.15 (人 设 A 一 dag(h aa 由, 有 和 烛 仿 疡 一 
diagt0,… ,1,….,0), 其 中 1 为 对 角 线 十 第 i 个 元 ,定义 


= >P (a€R), {3.4.21) 


EF, 必 为 下 投影 (用 命题 3.4.11( 刘 ). 直接 看 出 : 1 扫 Ap 二 甩 和 已 4 < 机 字 E, = 
0 (约定 > =0),4 宇 4, 二 忆 = 》 "P= 了 ;车 p>4 Hy 充分 接近 于 4, 则 E, 
[5] 
= 及 - 可见 ,| BE 上 | 满足 定义 3.4.12 中 条 件 他 一 {i 记 )( 取 x = ,MM = 4 ), 因 而 
它 是 区 间 [1,4;」 上 的 谱 族 ,车 a < 8, 则 由 式 (3.4.21) 有 
Es-E,= YP. 
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四 此 易 验 证 不 等 式 (3.4.17)( 换 人 丁 为 A ). 于 是 由 谱 分 解 公式 (3.4.18) 有 


， ， 
和 A= | AdE0) = > AP (3.4.22) 
1 i-1 


当然 ,在 这 种 简单 情况 下 ,你 可 以 直接 看 出 A = 3》) 4D, 而 根本 不 必用 到 谱 分 解 
公式 (3.4.18). 

(ii) 设 人 定义 如 式 (3.4.15), 但 假定 其 中 g 是/ = [a ,5 上 的 右 连 续 增 函 煞 ， 
Pia) = mm,P(b) = ML. 在 例 3.4.6( 让 中 已 指明 这 样 的 工 是 L*(J) 上 的 自 伴 算 


中 考虑 到 有 限 维 Hilbert 空间 中 的 任何 自 伴 算 子 在 适当 法 下 交 基 下 可 表 为 实 对 角形 ,此 
处 的 例子 对 于 有 限 维 自 伴 算 子 具有 一 般 性 . 
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子 , 今 构成 它 的 一 个 谱 族 如 下 .YA ER, 以 所 记 集 p [mm ,4] 的 特征 函数 , 令 
Eu= &u (wu EL (1)). 


因 & 蚌 实 值 帅 数 , 故 EE, 是 自 伴 算 子 {参考 例 3.4.6(i0)) ;显然 Ex = 已 , 因此 民 ， 
是 正 投影 .容易 验证 :4 过 产 汪 启 坟 Bm 二 记 =04M 二 =1; 
由 9 右 连 续 推 出 , 当 关 Y 2 时 


| Eu Eul? = | Ia(z) dz 一 0 (Yu€E Li(0)). 
太守 


{T(Es ~ Eu,u) = | pr) | u(r) ldr 


a pT 
< Bl ulr) ldr 
百 所 到了) 二 月 
=B(Es- Euuy (Yu ED)， 
这 表明 T(Es - EE,) < BE -下 ); 同 理 有 T(Es -E> a( 上 Fs 一 EE.), 因此 条 
件 (3.4.17) 式 满足 . 这样, 对 于 了 与 如 上 构成 的 谱 族 FE,} 可 运用 谱 分 解 公式 
(3.4. 18)， 
那么 ,如 上 构成 的 谱 族 | 已, | 与 由 定理 3.4. 14 所 确定 的 谱 族 有 何 关系 呢 ? YA 
6 灵 , 如 上 段 末尾 所 说 明 的 ,有 Ti = (4 一 g)- wu(w € 4L2())), 因而 
NCTi) = lu € Li(7): 在 集 p A,M) | = 0,a.e. |. 


由 此 不 难看 出 , Eu = &u 正 是 ww 在 N(T, ) 上 的 正 投影 . 因此 ,此 处 所 得 的 1E, | 
与 定理 3.4.14 的 结论 一 致 . 


$3.5 无 界 算 子 


无 界线 性 算 子 较 之 于 有 界线 性 算 子 ， 无 疑 复 杂 得 多 ,但 从 应 用 上 看 又 不 能 回 
加， 例如 ,一 些 数学 物理 问题 (尤其 是 量子 力学 问题 ) 就 大 量 涉 及 无 界线 性 算 子 . 本 
入 限于 考虑 Hilbert 空间 上 的 无 界线 性 算 子 , 自 只 介绍 某 些 最 基本 的 概念 与 结论 . 
以 下 设 记 是 一 复 Hilbert 空间 . 


$3.5.f 无 界 算 子 概念 
在 无 界线 性 算 子 理论 中 ,所 涉及 的 算 子 常常 只 是 在 瑟 的 某 个 子 空间 上 有 定 
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多 .例如 ,微分 算 子 D = ddz 显然 只 定义 于 4*[0,1] 的 某 个 子 空 间 上 .对 于 定义 于 
甘 中 的 线性 算 子 丁 , 通常 也 不 必 明 确 指 出 (或 者 难以 准确 措 述 } 其 定义 域 ,因此 总 
以 DT) 表示 下 的 定义 域 .车 DLT) = 里 , 则 说 了 是 稠 定 的 .通常 只 有 秽 定 算 子 
才 有 研究 价值 ,因此 设 下 面 给 定 的 算 子 都 基 笛 定 的 ,要 判定 一 个 线性 算 子 了 : 
D(T) CH 一 是 稠 定 的 ,并 不 一 定 要 完全 求 出 定义 域 口 (T) (这 并 非 总 是 容易 
的 ) ,你 只 需 注意 到 D(T) 必 为 五 的 子 空间 ,车 能 指出 D(T) 包含 五 的 某 个 基本 
集 ,就 必定 有 D(CT) = 互 . 其 次 还 可 注意 , 若 丁 秽 定 而 且 有 界 , 则 由 定理 2.1.7 知 
工 可 保持 范 数 扩张 到 五 上 .因此 对 于 有 界 算 子 总 可 以 崩 定 它 定义 在 全 空间 上 ,而 
稠 定 一 词 可 以 说 是 专 为 无 界 算 子 设 立 的 . 

和 如 通常 所 规定 的 ,以 本 和 S 表示 算 子 S$ 是 丁 的 扩张 , 即 D(T)}CD(S) 有 Tx 
= Sr(¥x €E DCOT)). 

尽管 万 界 算 子 很 不 同 于 有 上 异 算 子 , 我 们 仍然 希望 按 有 界线 性 算 子 理论 的 某 些 
思路 来 展开 无 界 算 子 理论 .下 面 的 定义 蜂 与 定义 3.4.1 相对 照 . 

定义 3.5.1 设 了 :DT) 生 总 一 开 是 一 线性 算 子 . 若 对 于 yw 所 百 , 有 
y” 蕊 日 满足 恒等式 


Tr,y) = ry) {Yr EDIT)), (3.5.1) 
划 y” 由 y 惟一 确定 (注意 DCT) = 瑟 用 于 此 ), 令 本" y = y*，, 称 如 此 确定 的 映 
射 TT*: y 一 vy” 为 丁 的 相伴 算 子 ,以 DCT') 记 使 了 ' y 有 定义 的 y 之 全 体 ,车工 
T" , 即 工 满足 恒等式 ; 
Tr,yy = Cx, Ty) {x,y EE D(T)), {3.5,2) 
则 称 工 为 对 称 算 子 ;车 工 = 下 ' , 则 称 了 为 自 伴 算 子 . 
车 将 式 (3.5.1}) 改 写成 


《Try = 《Ti (rEDCT),y E DCT )Y), [3.5.3) 


则 它 正好 是 式 (3.4.2) 的 推广 . 与 式 (3.4.2) 不 同 的 是 , 式 (3.5.3) 对 zy 
制 地 使 用 .定义 3.5.1 中 不 仅 未 要 求 D(T' ) = 互 , 甚至 亦 未 要 求 D( 了 ") = 
当然 ,我 们 更 对 那些 使 了 ' 稠 定 的 算 子 丁 感 兴趣 ， 对 区 牌子 品 级 各 是 这 样 的 算 子 
车工 EL{H), 则 定义 3.5.1 所 定义 的 下" 就 是 定义 3.4.1 意义 下 的 相伴 算 子 .日 
当 工 是 对 称 算 子 时 , 它 就 是 自 伴 算 子 . 

直接 从 (2) 扒 出 ,车 人 是 对 称 算 子 , 则 (Tr,zr) € ROYzE DT 

命题 3.4.2 可 部 分 地 推广 于 无 界 算 子 ， 

命题 3.5,2 设 T,S 是 日 上 稠 定 的 线性 算 子 . 

(Ya€EC, 有 有 (aT)" =aT’; 车 DOCT}YN DGS)= HH, 则 T*+S’C(T 
+ 5S) ,当下 E 上 L({H) 时 包含 为 等 式 . 
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人 说 车 D(CTS) = 号 , 则 ST 了 "CCTS)', 当 本 EE 上 (H) 时 包 会 为 等 式 . 
-Gii) 车 工 是 单 射 HROT) = FH, 风 (7 = 【TD 
(jv) 若 DCT")= 态 , 则 TCT**. 
证 (DQ) (iv) 的 证 明 是 直接 的 .在 (iii) 的 条 件 下 ,有 
Ty= 0 Tr,y - (rT'y) = 0>y = 0, 
可 见 外 ” 亦 为 单身 ,因而 (T')，: R(T*) 一 DCT*) 有 定义 . 若 yE 
DCCT*) 1), 则 YWx ED(T), 有 
CT ITr, YY =ry) = Cr (TD 
={Tzr,(T*) 1y), 
这 推出 (大 0y = (TO 其 次 设 yE DT 网 Yze DT) 有 
xy) = TI,y) = CTr,(T1)’ y), 
这 与 (1) 对 腿 得 出 y= TCT)*yE€E R(T')= DOT’)'), 这 就 证 得 (7)* 
= (CT) 口 
对 了 于 无 界 算 子 无 连续 性 可 用 ,这 无 疑 是 一 重大 缺陷 .不 过 ,这 可 出 考虑“ 闭 性 ” 
而 得 到 一 定 弥 补 . 如 在 8$2.4 中 已 提 到 的 ,约定 称 G(T) a {(zTry :> 
D(CT)I 为 十 的 图 像 , 当 G(T) 是 瑟 x 五 的 闭 子 集 时 称 工 为 闭 线性 算 子 .简称 闭 
算 子 . 显然. 个 是 闭 算 子 相 当 于 (参看 式 (2 4.2)) 


Ta 


> E DCIT}A Tr = y. (3.5.4) 
Jr y 
兰 工 写 五,T 是 闭 算 子 , 则 称 Th 为 工 的 闭 扩 张 . 的 最 小 闭 扩张 称 为 的 闭 
包 , 记 作 工 . 显然 , 工 是 闭 算 子 全 开 = 于. 内 线性 算 子 之 所 以 特别 重要 ,其 理由 在 
于 :应 用 上 重要 的 线性 算 子 几乎 都 是 闭 线 性 算 子 ,或 者 有 自然 的 闭 扩 张 . 有 界线 性 
算 子 则 并 不 具有 这 种 兽 遍 性 . 

关于 闭 算 子 有 以 下 结论 . 

命题 3.5.3 设 丁 是 玉 上 称 定 的 线性 算 子 . 

(i) 车工 是 闭 算 子 , 则 丁 有 界 守 D(CTY = HH. 

(i) 工 ” 几 为 闭 算 子 ;特别 , 自 伴 算 子 是 闭 算 子 . 

Gii) 若 工 是 对 称 算 子 ,如 闭 包工 存在 且 亦 为 对 称 算 子 . 

证 (i) 设 全 有 界 , Yr EE 日 , 取 |zx|lCDOT), 合 xx(n00). | Tz., | 
必 为 Cauchy 列 , 故 可 设 Tz, 一 y(n 一 co). 于 是 由 条 件 (3.5.4) 推 出 zx E D(CT). 
因此 DLT) = 五 . 反之 , 当 D(T) = 态 时 由 闭 图 像 定理 推出 十 有 界 . 


$3.5 无 界 算 子 本 163 ， 


( 订 设 网 一 2 一 co0)， 则 从 
《Try = rT) (YYxE DUT)) 


推出 《Tx,y》= 《zz7CYI ED(T)), 这 表明 yD(T*) 月 z= TT*y. 因此 
了 ”是 闭 算 子 . a 

(ii) 若 太 是 工 的 闭 扩张 , 则 必定 G(T}CGCT). 因此 , 若 妇 5 了) 是 某 个 线 
性 算 子 工 的 图 像 , 则 工 必 为 了 的 闭 包 . 为 证 有 线性 算 子 了 使 G(T) = G(T 下), 只 
需 说 明 当 (xz,y) € GOTI(i = 1,2) 时 ,=p. 取 lr|CD(T), 使 xz 一 这 
Tri y(tnmr ,i=1,2), 则 YWzE€ D(T), 有 


Cy 一 Yas) =limt Ter! — Tr , 2) 
=lim《xh 一 工 : ,Tz》= 0，《 用 对 称 性 ) 


这 得 出 y= y;. 因此 G(T) = G(T),T 是 十 的 闭 包 . ¥z,y ED(), 必 有 x,， 
ya EE DLT)n EN), 使 得 zx 一 x, Tr, Tr,y, > y,Ty, > Ty(n oo). 于 
是 ,由 


{Trasy) = Cr Ty) (EN) 


推出 (Tr ,y= (x ,Ty), 这 正 表 明王 是 对 称 算 子 . 口 
若 不 假定 了 稠 定 , 则 命题 3.5.3 中 的 结论 (i) 应 改 为 : 苦 个 是 闭 算 子 , 则 开 有 
界 全 也 (T) 是 闭 子 空间 ，_ 


$3.5.2 谱 理 论 


关于 无 界 算 子 的 中 心 课题 亦 是 谱 理论 . 以 下 设 个 是 五 上午 定 的 线性 算 子 ., 首 
先 推 广 谱 概 念 如 下 (参照 定义 3.1.2). 
定义 3.5.,4 设 Ti =- 工 , 今 


p(T = {4 EC: Ti 有 定义 且 Ti! € L(H)!; (3.5.5) 
oT)= EEC:INCTD 天 101H (3.5.6) 
oA(T) = 4 EC: Ti 笛 定 但 DT Hi; (3.5.7) 
5 (T) = 14 EC: Ti! 有 定义 但 非 称 定 |. {3.5.8) 


以 上 4 个 集 分 别称 为 了 的 正则 值 集 . 点 谱 、 连 续 谱 与 剩余 谱 ,而 称 
oT)= otT)U ol(T) Uo,(T) = CV\ p(T) 
为 本 的 谱 , 称 R(4,T) = Ti (A E p(T)) 为 的 炸 解 式 . 


下 面 的 结果 推广 了 有 界 自 伴 算 子 的 一 些 裔 知性 质 ， 
定理 3.5.5 设 了 是 自 伴 算 子 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(i YA EC,AE p(T)SOIR > 0, 使 得 
Tz Blrl (Vr €E DET)). (9) 


《ii ao( 个 ) CR 是 oz( 丁 ) 是 闭 集 (参照 定理 3.4.5(i 计 与 定理 3.1.3). 
证 人 0 若 4E olT), 则 由 命题 2.1.8 推出 有 8B >0 鸽 式 (3.5.93 成 立 , 反 
之 , 若 有 8 之 0 使 (3.5.9) 成 立 ,出 由 命题 2.1.8 知 世 有 有 界 道 . 因 下 (从 而 代 ) 
是 闭 算 子 (命题 3.5.3(i), 故 7' 亦 为 闭 算 子 ,从 而 瑚 (人 ) 是 闭 集 (参看 命题 
3.5.3 证 明之 后 的 说 明 ) .为 证 4 E pf(T)。 只 要 指明 R(T,) = 仿 ; 为 此 又 只 要 说 
明 R(T,): = |0| (对 照 定理 3.4.5(i) 之 证 ). 设 y 所 RET)+, 册 
0=4Tr,y) = (Ar,y) ~ (Tr,y) 
= 人 《zi — Ty) (Y¥YzxE DT)), 
这 推出 My = 4y, 因而 
4 yl = CTy,y) = (Cy, Ty) = A yi?. 
这 推出 > = 0 (否则 = ,0 关 y EN(T,), 与 条 件 (3.5.9) 蔬 盾 ), 如 所 雪 证 . 
《ii) 首先 证 ofT)CR. 设 14=atiB€E al(T),a,PER, 则 Yrxe 万 (了 )， 
有 
2ilm( Tx ,x) = (Tr, x} (x, Tx) = Zi 及 | x | *; 
有 |z 人 = Im(Tr,a | Trl Vzrl. 
这 推出 站 有 PPz 直 区 8izi: 因 ， 全 (CT), 故 用 已 证 之 伸 得 B 扫 0. 以 -个 徐工 
得 8 兰 0, 因 此 8 = 0.) < 及， 
其 次 证 PCT) 为 开 集 (从 而 a( 芽 ) 为 财 集 ). 任 给 1 E ofT),A EEC, 有 


| Tz ET zl -aat zl 
Ta-a Dzxl {rz€ DT)), 


可 见 当 充分 邻近 4 时 有 4X E€ of(T) (用 (0)) , 故 p( 个) 为 开 集 . 器 
注意 ,对 于 无 界 自 伴 算 子 丁 , 并 不 能 断定 (了 ) 是 紧 集 ,你 很 快 就 会 看 到 这 一 
点 (参看 命题 3.5.9 与 3.5. 10)， 
在 上 节 中 ,我 们 曾 将 自 伴 算 子 比拟 于 实数 ,而 将 U 算 子 比拟 于 绝对 值 为 1 的 
复数 . 现在 利用 这 一 比拟 引导 出 一 个 重要 变换 . 在 复 变 函数 论 中 证 明了 , 分 式 线 仁 
变换 
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z= (rr-Di{rti) (rER) 
将 实 直 线 空 换 为 单位 辐 周 .类 比 于 此 ,和 白 然 会 问 : 可 否 断 定 变换 
DU= (人 一 这 人 下士 这) (3.5.10) 
将 自 伴 算 子 工 变 为 口算 子 U? 如 (10) 所 定义 的 U 称 为 了 的 Cayley 变换 .下 面 的 
定理 为 上 述 猜测 给 出 肯定 回答 ， 
定理 3.5.6 没 工 是 中 上 的 自 伴 算 子 ， U 如 (10), 央 UU 是 U 算 子 ,1 蕊 
onf EL, 卫 


T=iT+ UT- UY. (3.5.11) 
证 内 二 iE p(T) (用 定理 3.5.5(ii)), 故 (T+ti1)! € L(H), 因而 式 
(3.5.10) 表 出 一 个 线性 算 子 DJ :五 一 旦 ,ROLLD = R(T-il)=H.YxEH, 令 
y= (T+ii)"'x, 则 
| Ur =(Ty -iy, Ty iy) 
=¢Ty +iy, Ty + iy) 《用 式 (3.5.2)) 
= T+rinDyl? = zl’, 
可 见 U 是 器 算 子 ( 命 题 3.4.4(iii)). 设 xz,y 依然 如 上 式 , 则 
T= (T+iDy, Ur= (T-il)y; 
由 此 得 
(T+ Uzxz=2Ty, {1T- Ur = 2iy. (3.5.12) 
央 (- 中 r= 0 这 y=0 地 z=0, 故 1EsglU), 从 而 (1 一 UJ! 定义 于 
Rf -UD)= R(T +i)) = DOT) 
上 .由 式 (3.5.12) 有 


Ty =3(1 + UT U) '(2iy) 


=i({T+ DO- Uly, 
这 表明 式 (3.5.11) 成 立 . 门 
至 此 ,我 们 尚未 触及 谱 理 论 的 中 心 问题 : 谱 分 解 . 不过, 建立 的 结果 为 谱 和 分 解 
问题 的 解决 准备 了 条 件 .尽管 为 达到 最 终结 论 仍然 有 一 段 痕 难 的 路 程 ,以 至 在 这 个 
导 引 性 介绍 中 ,我 们 已 不 宜 深 入 下 去 了 ,但 基本 的 思路 还 是 很 简单 的 , 慨 括 说 来 就 
是 : 
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(i) 每 个 UU 算 子 U 必 可 表 成 = e* ,A 是 某 个 有 界 自 伴 算 子 . 

《ii 利用 公式 U = 局 ,可 从 有 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 (参看 定理 3.4.13) 得 出 
U 算 子 的 谱 分 解 . 

(证 ) 利用 公式 (11) .可 从 苛 算 子 的 谱 分 解 得 出 无 界 自 谱 算 子 的 谱 分 解 . 

当然 ,以 上 三 件 事 实际 做 起 来 都 不 太 简 单 ,但 最 终 可 供应 用 的 结论 是 简单 明晰 
的 ,它们 就 是 

定理 3.5.7 设 吕 EL(5B) 是 U 算 也, 则 存在 区 间 [- x,x] 上 的 谱 族 1E,|， 
使 得 

U= 上 erdF(8)， F(9) = EE,, 


其 中 积分 是 依 算 子 范 数 收 敏 的 RS 积分 . 
定理 3.5.8 设 了 是 吾 上 笛 定 的 自 伴 算 子 ，D 是 十 的 Cayiey 变换 ， [1E 是 
U 算 子 - LU 的 谱 族 ( 依 定理 3.5.7)，P 忆 = FE,,ww, 则 


《Tray 一 | adi (Piz,z) (x € DTYY. 


一 nm 


$3.5.3 ”乘法 算 子 与 微分 算 子 


现在 考虑 无 界 自任 算 子 的 两 个 典型 例子 ,它们 在 量子 力学 中 是 不 可 缺少 的 工 
具 . 

取 吾 = L (R). 设 g 是 有 R 上 的 实 可 测 两 数 , 它 在 R 上 局 部 有 界 ,这 意味 着 在 
任何 有 限 区 间 上 有 界 ,这 就 使 得 对 任 给 wu € L2(R), gu 在 任何 有 限 区 间 上 平方 可 
积 .利用 gp 定义 如 下 栗 法 算 子 (参照 式 (3.4.,15)); 


Tu - gue (x € DET)), 《3.5.13) 


DIT)= fu€ LR): pu € 1 (R)!. 
对 任何 有 限 区 间 5 CCR, 显然 有 x, E D(T). 因 这 样 的 x, 构成 L7(R) 的 一 个 基本 
集 ( 参 看 例 1.3.8(iv)) ,故人 下 在 L*(R) 上 称 定 .除非 gp € L=(R) ,人 一 般 是 无 界 
的 .例如 , 取 oo(z) 三 za = xio.i, 则 


克 
Nu 3 = | dr —n, 


3 


| Tu, | = [EE 一 2 ， 
0 3 
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| Ta, | 和 


Ei 


关于 乘法 算 子 (3.5.13) 的 基本 结论 是 . 
命题 3.5.9 工 是 (BR) 上 的 无 界 自 伴 算 子 ; 若 g(x) 二 x, 则 ol(T)= 及 ， 
ao) = 1. 
证 ” 任 纵 ,wv ED(T), 显然 有 
《Ta py = (pu wv) = Cn, po = tu, Jo， 


可 见 工 是 对 称 算 子 , 另 一 方面 , 若 wE D(T"), 则 由 式 (3.5.3) 有 


《am = (Tu,v) = B® plrjvtr)dr (ua € DCTY). 


{3.5,14) 
任 给 nn GE N, 定义 L:[- ,zl 上 上 的 有 异 线性 泛 函 
Fu) = | ur) plotr)de. 
因 每 个 wx E L?[ -n,n] 可 看 作 D(T) 中 的 元 (在 [- n,n] 之 外 令 u(x) = 0 ), 故 
依 式 {3.5.14) 有 
| FC) = (a, Toy 二 | T* vl|,. 
于 是 


U2 


[| 1 pir)vtr) rdzx | = | 六 专 IT aol，( 用 定理 2.3.6) 


这 推出 上 go;y 志 上 工 "wz, 旭 pv EL(R),vED(T). 故 是 自 伴 算 子 . 因 
此 由 定理 3.5.5(ii] 有 oftT) CR 及. 

以 下 设 p(z) 二 z: 今 证 a(T) = R. 若 此 结论 不 真 , 则 有 实数 1 翅 07T). 于 
是 对 任 给 vw € LL?{R), 方程 

4 一 了 ii = vv 
有 惟一 解 x € D{T), 这 就 推出 
u(r AA rr) vr) EE LR). 

但 以 上 结论 显然 对 = Xart 所 上 L*(R) 就 不 能 威 立 , 故 有 oc(T) = R. 

最 后 证 全 无 特征 值 . 任 给 € RR. 若 有 和 DD(T), 使 得 Ti = ji, 则 由 
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(一 Ar) = 0.a.e. 


推出 n(x) = 0, ae ,可 见 ) 区 mi(T). 央 此 oo(T) = 好 . 

从 形式 上 看 ,乘法 算 子 Tutx) = ra(z) 的 定义 简单 得 近 于 平凡 .你 可 能 会 感 
到 出 惑 :这 样 一 个 赣 不 起 眼 的 算 子 如 何 会 有 益 于 量子 力学 ! 简单 说 来 举 情 是 这 样 
的 :给 定 ， E DCT), 当 jw fi; = 1 时 , | 1 可 看 作 一 概率 密度 函数 , 它 描 述 了 
一 个 在 实 轴 上 运动 的 质点 (如 基 种 粒子 ) 位 置 的 统计 规律 . 任 给 市 测 集 A 呈 R， 


| | ur} [dx 
就 是 质点 位 于 集 A 中 的 概率 ;而 期 望 值 


|z lalr) dz = runuy = (Tu,uy 


则 表示 质点 的 期 望 位 置 或 平均 坐标 .这 就 表明 ，Tx 在 统计 平均 的 意义 上 刻画 了 质 
气 的 位 置 ,而 位 置 的 方差 是 


x- pTalr) Pdr = ((T— pu,), 


其 中 jy = 《Tw ,ny). 监 于 以 上 解释 ,人 也 称 为 位 置 算 子 或 坐标 算 子 .如 所 周知 , 描 
述 处 于 商 速 运动 中 的 微观 粒子 的 准确 位 置 ,是 毫 无 意义 的 ;其 状态 只 能 用 在 一 定 区 
域 ( 或 区 各 ;内 出 现 的 概率 来 刻 莫 . 正 是 这 一 实际 土 很 简单 的 思想 导致 了 产 牛 量子 
力学 的 物理 学 革命 ,而 所 依据 的 数学 工具 就 是 如 坐标 算 子 一 类 的 无 界线 性 算 子 . 

对 于 乘法 算 子 丁 , Cayley 变换 有 很 简单 的 表示 . 设 了 与 上 分别 依 式 (3.5.13) 
与 {3.5.10), 则 

ER = zz， = 和 (zw € LR)). 
内 | = 1 二 1, 易 验 证 U 为 U 算 子 (参考 例 3.4.6( 站 )). 从 等 式 
(p+izu = (gp—iu 

解 出 


i+z) 


， 交 


Th = pu 
=if+ LT Uw (Cn € LR)), 


这 正好 与 公式 (3.5.11) 相 合 . 
为 一 个 同样 重要 的 算 子 是 微分 算 子 : 


$3.5 无 界 算 子 | + 169 ， 


Du=iu (人 全 的， (3.5.15) 
其 定义 域 
多 = fu EE LL:(R) :在 有 限 区 间 上 绝对 连续 日 € L*(R)|. 
显然 C:(R) C3, 而 Ci(R) 在 1*(R) 中 稠密 (参看 例 1.3.8(v)) . 故 徽 分 算 子 卫 
在 LL7(R) 中 笛 定 . 如同 位置 算 子 了 一 样 ,D 也 是 无 界 的 . 取 
一 YX 
xX 是 区 间 (一 Ba, La) 的 特征 函数 , 则 zx 多 ， 


Nia 2 “1 2 
2 一 一 2 二 一 2 二 
| Hn | : = 中 【1 — nz) dr = | ， dy 3 
Un 
| Du, NH? =2| mdz = 2n, 
0 


Da fafa Hs =n (rn wo). 


尽管 微分 算 子 DD 的 定义 式 如 同位 置 算 子 了 一 样 简单 ,但 它 涉及 微分 运算 , 因 
而 对 它 的 分 析 要 复杂 一 些 . 不 过 , 仍 可 建立 如 同 命题 3.5.9 一 样 的 结论 ， 

命题 3.5.10 微分 算 子 (3.5.15) 是 工 ?(R) 上 的 无 界 自 伴 算 子 ; o(D) = R; 
otD)= 局 ， 

在 量子 力学 中 , - (Aj2r)D 是 所 谓 动 量 算 子 ,此 处 六 是 Plank 常数 .这 就 决定 
了 微分 算 子 D 在 量子 力学 中 的 重要 位 置 . 关于 它 的 进一步 的 讨论 可 参考 文献 [1] 
第 11 章 . 

有 趣 的 是 , 初 看 起 来 似 不 相关 的 位 置 算 子 了 与 微分 算 子 D 有 密切 的 联系 .为 
简单 起 见 ,下面 仅 给 出 一 个 启发 性 的 推导 ,严格 的 讨论 需要 更 多 的 分 析 知 识 . 首先 
指出 : C:(R) CD(T) 站 区 且 C1i(R) 在 L2(R) 中 稠密 . 任 给 ww E CL(R), 以 a 
记 & 的 Fourier 变换 {参看 例 1.3.9) ,并 令 Fu = 有 a, 则 


DFu(r) =ing’{r) = issue 人 y)dy 
=j| 。 yu ly)dy 


= (yu) (rz) = FTu(xr); 


Fly x) =| e wiv (yay 
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=| ze muy)dy (分 部 积分 } 


一 ARCr) = TRu( x). 
这 就 表明 ,限制 在 Ci(R) 上 考虑 ,成 立 等 式 


DF= FT, FD = 1F:; 


D= FIF! = FiTk. 


如 果 运 用 LCR) 上 的 Fourier 变换 ,可 得 出 以 上 结论 的 适当 推广 ,但 我 们 已 无 法 在 
此 深入 讨论 丁 ， 


习 题 
于 设 了 ,SEELIR) 1S< 1 T 1 证 明 


i Tsl 


-1 “一 一. 
用 (T+S) 一 工 |< Ti 


2. 设 141> | TH ,证 明 RGA,T) ~ Ba 人才 TT 
3. 设 TT,S EL(X), 证 朋 x.(TS) = (ST)， 

4. 证 明 : a(T) = 0 上 rT 一 0(nr ,YAEC). 

5. 设 Tr = (0zivzra，…) 证 明了 工 和 LOPIG 雪 疡 < oo0T]) =, 

$6 设 Tr = TE LCPNI EPC oo 求 oOTjsaT， 

7. 任 给 非 室 紧 集 a C 训 作 工 E L(1), 使 得 ol(T) = 6 

8 设 了 ELLCL0,1]) 定义 为 Tu(x) = zu(z), 求 olT) 与 spl 1). 

9. 设 丁 E LCC()) 定义 为 Tu = gu ,yp 蕊 CJ) 是 给 定 的 , 求 st). 


10. 设 AE€C,v€ CO ,J = {0,1], 证 明 方程 wx) = 2) uly)dy + v(x} 有 惟一 解 4 蕊 


CT)}. 
1 国定 4 E p(T), 视 Jr) = (4--r)!, 证 明 (TY = R(TY. 
12. 设 AE p(T)N ptS), 证 明 开 人 1 一 RIA,.S) = ROA TIT— S)RR 人 AS). 
13. 证 明 o(R(GA,T)) = 并 -zi re) 
14. 没 EE p(RO,T)), 证明 RR(p,RG,T)) = jot 2 RA- pp, Tt). 
15. 没 TT) =0, 证 明 e(T)CiaEC: A) = 中 
16. 证 明 : Yo E XX,f(T)x = y 有 惧 一 解 坟 YA a 下}， 有 FA 天 由. 
17. 设 YaAEalT). 有 4EE(- oo,0], 证 明 存 在 上 区 L{X), 和 使 得 A = T. 
13. 设 YAE olT), 有 A 七 (~ o%,0], 证 明 存在 A Ee L(X), 使 得 e = 工 . 


19. 设 了 ECL?) 定义 为 Tr = 《est 求 afT) 与 mrfT) 
0. 设想 CL) 定义 为 Tr = {zli), 求 go(T) 与 a 了 ). 
21. 设 Tx = (areai = [0,1],; 证 明了 EE LR) CLCP). 


22. 研究 积分 方程 a(.1) - is wefyjdy = v(x),wE€ CT0,1] 是 已 知 的 . 


23. 设 不 和 0) 在 忆 f 上 解析, fC00) -0,TE CL(OX), 证明 TY EE CLCXY. 

24. 设 本 EIL(H), 征明 NOT+ 7" 下 ) = 10}. 

25. 设 TELEHD), 呈 TH 所 1; 证 明 N(7 一 了)= N(T-T'). 

26. 设 TE LCR), 1 Tr,x?7 | 机 下 zzEe 甩 ),m > 0, 证 明 芽 可 道 . 

27. 设 TE LF),1a1=181= 1 ,证 明 oT+ B87* 是 正规 算 子 ， 

28. 设 了 是 正规 算 子 ,证 明了 可 北 拓 3 有 >0, 使 | Tr 守 Blzl (Yre nH). 

29. 设 了 = 了" EL, 证明 MNIT) = R(T}L， 

30. 设 了 = TELIR),SEELIB)TS = 了 证 明代 可 道 ， 

31. 设 T= 了 和 工 (Inma 天 0 证 明 TH 所 | ma 1. 

32. 设 醋 = ECL),H 关 10 ,让 明 c(T) 池 后 . 

33. 证 明 : 了 ”= - TORelTr,rz) = (Yr EH). 

34. 设 T” = 一 荆 € L(H},otT) 有 人 向 特 征 ? 

35. 证 明 :; 已 入 L({H) 是 正 投影 二 (Pr ,zy 一 | Px | 2:. 

356. 设 PE 工 ( 日 ) 是 正 投 影 ,证 明 Pr = x Pr = 用 了 | ， 

37. 设 本: 太一 日 是 线性 的 , Tr,y) 三 (x,Ty), 证 明 荆 E L(H). 

38. 设 芽 : D(T) C4 (R) 一 LL*(R) 是 乘法 算 子 , 即 Tu = pu, 此 处 gp € CCR) 是 给 定 的 ， 
假定 g 有 闭 值 域 .证 明 zl) = gp(RY. 
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至 此 为 止 ,你 所 接 租 到 的 泛 冰 分 析 知 识 几 乎 都 是 关于 线性 算 子 的 .实际 上 , 非 
线性 问题 是 .一 个 更 为 广 冰 旦 更 具 挑 战 性 的 领域 ,与 其 巨大 的 多样 性 与 复杂 性 相 比 ， 
线性 算 子 理论 不 过 是 一 个 序章 而 已 . 如 果 说 ,线性 算 子 理论 在 一 定 程度 上 可 看 作 
“元 限 维 空 间 上 的 线性 代数 学 ” ,那么 , 非 线 性 算 子 理论 则 更 像 *“ 无 限 维 空间 上 的 分 
析 学 .对 于 后 者 ,自然 首先 要 考虑 到 借鉴 经 典 的 数学 分 析 , 有 时 也 要 借鉴 线性 算 子 
理 沦 .这 两 方面 的 借鉴 或 者 仿效 常常 是 很 有 效 的 ,在 非 线 性 算 子 理 论 发 展 的 初始 阶 
段 尤 其 如 此 .当然 ,深入 的 展开 越 来 越 依 整 于 新 观念 的 创设 与 新 方法 的 开发 ,然而 ， 
这 些 多 半 已 越 出 本 节 的 范围 之 外 .有 兴趣 的 读者 可 阅读 非 线 性 泛 函 分 析 方面 的 专 
车， 

对 于 非 线 性 算 子 的 研究 ,虽然 已 积累 了 大 量 的 材料 ,但 与 已 相当 系统 日 完整 的 
线性 算 子 理论 不 同 ,它们 更 像 一 些 独立 的 篇 章 ,难以 融 汇 于 某 -- 公 认 的 体系 . 如 果 
你 看 到 本 章 这 个 导 引 性 的 介绍 做 乎 是 一 些 下 不 相 属 的 内 容 的 拼合 ,将 不 应 感 到 奇 
怪 . 

在 本 章 中 , X,Y, 和 等 记 实 Banach 空间 , 和 ,G 等 记 非 线性 算 子 ， F 5 等 记 非 
线性 沁 芭 ,人 n 通常 记 某 个 非 空 开 集 . 


34.1 微分 理论 
本 季 纵 出 Banacbh 空间 上 微分 学 的 基本 框架 . 你 会 看 到 ,人 它 几 乎 是 经 典 微分 学 
在 更 高 层次 上 的 重建 . 
$4.1.1 Fréchet 导数 


如 同 在 有 限 维 定 间 中 一 样 ,微分 概念 源 于 非 线性 函数 的 局 部 线性 化 ， 给 定 开 集 
1 全 关 . 对 于 一 个 算 子 下: 有 一 了 与 zh 所 吕 ,我 们 常常 希望 在 zg 邻近 有 近似 公 
式 


Fr 2 Fro + T(x 一 Xo), 
其 中 本 是 某 个 线性 算 子 .这 引导 出 以 下 定义 ， 


定 只 4.1,1 设 F:i0N0CX— ,zo E 吕 . 若 存 在 工 生 L{X,Y), 使 得 当 
AEX,IA| 一 口 时 有 


$4.1 微分 理论 ， “13 


FCro th}- Fro— Th = ol Nhl), (4.1.1) 


即 


tim, FOro + A) ~ Fro ~ Th /lhl =0, 


刚 说 下 硅 zro 处 Fréchet 可 微 或 三 可 微 ,而 称 代为 下 在 xn 的 Fréchet 导数 或 下 导 
数 , 记 御 F(xro). 
当 椒 同时 涉及 其 他 类 型 的 微分 时 ,分 别 将 "Fréchet 可 微 ” 与 "Fréchet 导数 " 简 
称 为 "可 微 " 与 导数"; 导数 也 称 为 导 算 子 . 
表 接 看 出 ,条件 {1) 相 当 于 : Ye > 0, 了 人 > 0, 使 得 
Hal Fr + h)- Fro- F'{ron| Selhl|. (4.1.2) 
式 44.1.1) 的 更 简略 的 写法 是 
Foxo th)— Fro= F(roh + oth). (4.1.1)” 


由 式 (4.1.1) 直 接 扒 出 : 当 F(x6) 存在 时 , 它 必然 是 惟一 确定 的 , 且 下 在 zs 连续 . 
若 下 在 介 内 处 处 可 微 , 则 得 到 -… 个 “ 导 耳 数 ”: 


FNCX— LX,Y), rfF(r). 


当 户 (zr) 的 导数 存在 时 记 作 F(x), 称 它 为 上 的 2 阶 导数 . 依 此 类 推 ,可 定义 下 
的 2 阶 导 数 记 (Cz). 当 F2z) 在 号 内 处 处 存在 入 对 zx 连续 时 , 称 下 为 C* 映射 
或 C 函数 , 记 作 下 EE C". 约定 FE 0 意味 着 下 连 继 , FY = 下 RE CSFE 
CCYn 宇 0), 上 述 所 有 概念 与 记号 和 向 分 学 并 天 差别 .惟一 不 同 的 是 ,现在 
“导数 ”F(xz) 并 非 是 一 个 数 ,而 是 一 个 算 子 ;而 且 下 ,F',F”,… 取 值 于 互 不 相同 
的 空间 中 ,通常 可 用 的 式 子 F(x) - F(x) 等 一 股 不 得 有 意义 这 些 新 的 情况 将 是 
某 些 技术 性 困难 的 根源 . 

虽然 定义 4.1.1 形式 上 很 简单 ,但 对 于 无 限 维 空间 上 的 现 数 的 导数 ,我 们 还 没 
有 任何 到 观 印 象 ,这 应 当 从 具体 例子 中 获得. 

例 4.1.2 (人 设 xf) :CR-> 久 ,人 是 一 区 得. 容易 验证 ， 

L(R,X) :> XX, TT-— T() 


是 -- 等 距 同 构 , 央 而 不 妨 将 工科 工 (了 ,X) 等 同 于 x, = 了 (1) € X (注意 T(1) = 
trnst 和 有). 显然 


Tt HA) 一 rt) = hry tl olh) (一 个 
的 充 要 条 件 是 hn [z(tr 十 h) 一 fr] Th -全 站) ， 这 正 表 明 
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Xt+h)— rtt) 
. 


x (1)— ro 一 lim 
可 见 , 当 x (7) 存在 时 , 它 就 是 式 (2.4.7) 所 定义 的 导数 ， 
(i) 设 百 是 实 Hilbert 空间 , f(x) = x,0 关 x 日, 则 当月 一 0 时 ， 


_ Nz+panl oxl’ 
Tz+Aa + xl 


Flx+h)- f(z) 


_ 2{Crh)+ |A]: 
~ Tz+Aal+ xl 


= 人 他 | tx,h)+o(lnl). 


注意 到 总 ”= 所 (定理 2.3.6), 将 上 式 与 起 (4.1.17 对照 得 出 了 (x) = xj 工 | ， 
一 般 地 , 若 了 :人 2 伺 尺 一 有 可 徽 , z 5E 0, 则 f(r) EX ， 称 它 为 了 在 x 的 
梯度 ,通常 写作 YA(x). 因此 ,对 于 实 Hiibert 空间 百 中 的 范 数 上 xz 有 


yzl =rilrl|l 《天 zzE 五 ). (4.1.3) 


当 太 = BR 时 ,公式 (4.1.3) 在 经 典 分 析 中 是 熟知 的 ， 
Ci) 仍 设 五 是 实 Hilbert 空间 ,4 € 上 L(H) 是 对 称 的 , 即 满足 (参照 趟 
(3.5.2)) 


CAr,Yy) 一 {rsAy) {Ty E H). 
设 站 x) = 《Azr,x), 则 当 训 一 0 时 ， 
rth)- Flr) = A(x th),r th) (Ar,z) 
=(2Ar,h) + ol lh i), 
可 见 YA(z) = 2Ax. 这 可 看 作 微分 学 公式 (ax?)” = 2az 的 推广 ,特别 , 取 A 二 了 
得 YY xj? =2zrfz 五 )， 这 正 是 熟知 的 公式 (x32)’ = 27 的 推广 . 
( 兰 f 志 yo EY, 则 显然 所 (x)= 二 0; 若 下 Ee Lt 对 ,YY), 则 对 照 式 
(4.1.1) “与 
下 (二 有) 一 Er 一 天 (rx,he X) 
看 出 F(zr) 二 F(x EX), 这 可 看 作 通 常 微分 公式 (ar)” = a 的 推广 .应 注意 不 要 
将 F(x) = 玉 误 认 作 r(x) = F(x). 实际 上 应 该 是 
F({r)h= Fh {whe Xx). 
对 于 Frechet 微分 亦 有 建立 微分 规则 的 问题 . 通常 的 微分 规划 在 此 都 有 适当 
的 推广 ,其 中 最 重要 的 是 链 规则 ， 
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命题 4.1.3( 链 规则 ) 设 F:0CXY,GIN CY 一 ZrEDy = Fr 
EN,F(r) 与 G (yy) 存在 ,H = G。F. 则 


H{x) = G (Fr)F (x). (4.1.4) 


证 邻 六 = Fr+h)-Fr, 则 一 0 地 上 有 王 0.Ye 0, 取 5 > 0, 使 得 
当 太 后 站 | < 有 时 ,同时 有 


a- FrAl eal 


与 
[GOGO+tA)- Gy -GO (WE ss 
于 是 , 当 上 i < 时 ,有 
H(zr+h)- Hr- GO {yrF (zr)}hl 
=|G(y+R)- Gy -GIONF (ra 
Gy rE- Gy- GE + Hoy lem F(a 
etel 二 Gy AT 
<eflFz)l+es+ Goyil)l 二 二 ， 


这 对 招式 (4.1.2), 看 出 式 (4.1.4) 成 立 ， 口 
特别 , 取 全 = 荆 E L(Y,Z) 从 (4) 得 
(TF) {x) = TF (x). {4.1.5) 


这 意味 着 :有 界线 性 算 子 与 微分 运算 可 交换 (参照 式 (2.4.9)). 
经 常用 到 命题 4.1.3 的 以 下 推论 ; 


AF(g(0)) = F(g(2)) 9 0), (4.1.6) 


其 中 上 是 实 变量 ,假定 下 与 g 均 可 微 . 
例 4.1.4 考虑 应 用 上 常见 的 非 线性 积分 算 子 


Fu(z) = | fzsy uly)dy (ee CU))， (4,1.7) 


其 中 J= [a,5](a < 力 ) ,f(z ,ys4) 及 其 偏 导数 f(z,y,u) 都 在 J Xx.J XR 上 连 
续 . 对 任 给 EC(), 显然 有 Fu € CU). 因此 式 (4.1.7) 定 义 一 映射 下 :CC 门 一 
C(GJ) 如 何 求 Fu)? 在 Banach 空间 微分 学 中 ,并 不 像 在 经 典 微分 学 中 一 样 有 ~- 
套 系统 的 求 导 方法 ,只 能 具体 问题 具体 分 析 . 对 于 式 (4.1.7) 表 示 的 下 , 取 定 uw,h 
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EC(J), 形式 地 运用 公式 (4.1.6) 得 
PCR = EF(u + 从 | , 


= fy ny) th))dy| i 
4.1.8 


-TInt toon,e 


=| fC ys uy) hy)dy. 


式 (4.1.8) 表 明 ,，F(w) 原来 就 是 以 KK(zr,y) A f(x ,ysuly)) 为 核 的 线性 积分 
算 子 (暂时 记 为 了 ). 因 K(xz,y) 在 x 上 连续 , 故 由 命题 2.2.4 有 TE 
LCCCDD). 式 (4.1.8) 的 严格 证 明 如 下 . 辕 定 x € CT), 作 以 下 和 悄 计 ，; 


| FC + ph) Fu Th]| 0 


[Lf ,yuty) FAD fr yr aly) flrsys u(y) hy) dy 


二 SL 
= 


[fCx ,ys u(y) + RYN) fry uy) ht{ ydy 


-加 
(0 生日 = 8(y) < 1, 用 Lagrange 中 值 公式 ) 
sg Fry ly) + RO) fz u(y) 1 dy | hl 


=o( | |,), 《大 | 一 D 


最 后 -~ 步 用 到 f, (xz ,ya) 的 连续 性 ,将 以 上 结果 与 (1} 对 照看 出 F'(w) = 工 , 即 
式 (4.1.8) 成 立 ， 

在 条 件 足够 强 的 情况 下 ,通常 采用 一 个 如 导出 式 (4.1.8) 那 样 的 简化 程序 ,而 
略 去 较 繁 珊 的 严格 论证 . 

御 下 要 做 的 事 如 同 经 典 微 分 学 中 一 样 :建立 微分 中 值 定 理 ,Taylor 公式 等 .但 
你 立即 外 到 一 个 障碍 ;Lagrange 中 值 定理 不 适用 于 向 量 值 丙 数 ,即使 在 有 限 维 空间 
中 也 是 如 此 .例如 , 复 是 数 ( 可 看 作 2 维 向 量 值 函 教 ) 


zi -ee (rrER) 


尽管 满 是 z(0) = x(2r) = 1, 但 处 处 有 x (1) = iz(z) 和 0. 因此 ,推广 后 的 中 值 
定理 不 是 取 *Lagrange 中 值 "形式 , 而 是 取 不 等 式 形式 .不 过 ,这 并 没有 什么 不 好 , 因 
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在 很 多 情况 下 ,两 者 的 作用 是 一 样 的 . 
定理 4.1.5( 中 值 定理 ) 设 下 :了 nCX +Y, 线段 


[ry a tli- 7)rtiy :0 
会 于 侣 内 . 若 下 在 [x,y] 上 每 点 可 微 , 则 成 立 
IFEr- rl sp FC) lr- yl. (4.1.9) 
证 以 有 记 式 (4.1.9) 之 右 端 ,只 需 证 (用 式 (2.4.14)) 
{vsFr -Fy Blv| (YuvE€E Y'). 
取 定 v€E Y', 令 gli) = Cv,P(O 的 zz 上 Tt)》 由 式 (4.1.5) (4.1.6) 有 
Pt) = vuP (gy 7) z= 1- r+tiy. 
于 是 ,用 通常 的 Lagrange 中 值 定理 得 : 
lv, Fr— Fy =| pg{1) -yg(01=1 pg{r)| (re€ (0,1)) 
=| (vr {zy — xr) 
ol FC) ly-zlaBllvl, 


即 如 所 要 证 ， 口 
车 以 下 一 下 人 下 ,下 EL(X,Y), 则 从 {4.1. 遇 得 到 : 


IFr—-Fy- T(r-y)l < .shp， | F(z- Tx-yl. 


(4.1.10) 


为 建立 Taylor 公式 ,还 需 作 一 点 准备 .关键 是 如 何 解释 Taylor 公式 中 出 现 的 
"(Cc)h". 设 F:0CX 一 YY 在 cE 0 存在 n 阶 导数 , 则 Fm (x) 诱导 出 一 个 
nn 元 映射 


nn 个 
一 一- 
了 了 
《站 1 入 2 
显然 Th) hh ) 对 每 个 h,{1 < 了 < nx} 是 线性 的 ,日 
| Tar Ras ha FE) A 人 交 站 


(4.1.11) 
称 这 样 的 了 为 有 界 ” 重 线性 算 子 , 仍 将 工 记 作 F"m (x), 目 约定 
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F(z) 一 了 (站 有 2 
FO (Cr)h” = TOA,h ,eh). 


当然 ,此 处 p" 不 应 看 作 关 的 次 方 ,除非 dimX = 工 不 过 , F(z)h* 确 类 位于 
次 军 函 数 . 例如，Yf 各 R, 有 "(c(t)"” = ziFO(zr)hni 再 如 ,由 不 等 式 
(4.1.11) 推 出 


FSMC)R | | Fr a”. (4.1.12) 


注意 FO" (x)h* 正 是 与 通常 的 2 阶 微分 F(x)dzr" 相当 的 东西 . 
定理 4.1.6 (Taylor 公式 ) 设 下 :CX>Y 是 C1 映射 ,0 才 n < co ,了 
完备 ,线段 [x ,xz + 天 ] 售 于 10. 则 成 立 如 下 Tayier 公式 ， 


Flirt+h)= > PSC) 
点 = 人 0 ” 


1 
+ a) 1 "EOD + hdr. 
蕉 ,J0 


(FOCr)R = F(x)) (4.1.13) 


证 因 天 ”of ) 连续 , Y 完备 , 故 式 (4.1.13) 中 的 积分 存在 (参考 
$2.4.3). 当 nn = 0 时 , 式 (4.1.13) 成 为 


1 
F{lri+ph)— Fr =| F(x + th pdt 


-| [EFC + a) le, 


这 就 是 Newton-Leibniz 公式 (2.4.8). 若 # 实 1, 则 依 归纳 法 有 


kl 


+ 


F(xr+h)~ FY (rx) 


= 一 0PM(r+ 琢 )h"dt 《用 归纳 假设 ) 


= FD hh 


中 
1 


i 
+ ja _ 站"[ Fe (z + sth)h" |d {分 部 积分 ) 
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1 
= Fh + | (1 2 (z+ hp™tde, 
nl no 


这 正好 得 出 要 让 的 等 式 (4.1.13). 口 
车 以 R,(h) 记 式 (4.1.13) 中 的 积分 余 项 , 令 M = sup | FD(r+) 1 


风 
FRA 二 而 | = "MIA de (用 式 (4.1.12)) 


MA 
{n+t+1)! 


因此 , 当 8 ->0 时 从 式 (4.1.13) 得 出 


Fer See)= eat， 


下 一 


$4.1,2 偏 导数 


如 果 你 顺 着 经 典 微 分 学 的 思路 考虑 ,在 有 了 上 面 的 结果 之 后 ,自然 会 认为 该 进 
人 "多 元 函数 微分 学 "了 .不 过 ,现在 必须 痘 清 一 点 ,在 抽象 空间 的 框架 内 ,概念 上 并 
无 一 九 蜀 数 "与 "多 元 函数 "之 分 .一 个 玉 = 和 xyYx 和 上 的 “一 元 函数 ” G(r,y, 
z) 既 可 看 作 W 上 的 一 元 函数 GCw),w = (x,y,xz), 又 可 看 作 Xx(Yx2Z) 上 
的 二 元 函数 G(x ,wb),v = (y,z). 不 过 ,从 方法 上 考虑 ,分 别 研 究 G(xz,y,z) 对 
各 变 元 的 依赖 性 通常 是 有 利 的 ,这 就 使 偏 导数 概念 仍 有 其 必要 . 候 导 数 就 是 对 于 各 
变 元 的 导数 ,其 定义 如 同 经 典 微分 学 中 一 样 ;自然 沿用 通常 的 偏 导 数 记号 ,如 


9F(zx, PF(x, 
FF (4.y), 2F x) ys. 


惟一 项 要 强调 的 是 ,对 于 下 :站 所 和 xXY- 当 其 篇 导数 存在 时 有 
Flxsy) EL(K,Z), Fl(r,y)E L(Y,Z), 


这 两 个 假 导数 是 不 同 空间 上 的 线性 算 子 (除非 X = Y ), 瓦 相 之 间 并 无 直接 联系 . 
对 于 高 阶 偏 导数 亦 有 类 似 情 况 . 
者 令 z =《z,y), 自然 发 生 问题 ;三 个 导数 


Fi{z), F(zr,y), F(x,y) 
之 间 关 系 如 何 ? 这 正 是 如 下 定理 所 要 回答 的 . 


，180 ， 第 止 章 提 线 性 算 了 与 非 线性 泛 函 


定理 4.1.7 设 久 ,YY (1 坟 j 太 #4,1 太 i 扩 mm) 是 赋 范 空间 ,XX = I]% 
= TY, 忆 X 是 非 空 开 集 ,给 定 映射 
JF= (FF 


ty, 一 下 《人 一 (7 四 蕊 Dy 二 (yi Ym) EY. 
则 以 下 结论 成 立 : 
(DFEC(USr < »)S 每 个 下 存在 所 有 +r 阶 和 连续 偏 导数 . 
(让 车 F(z) 存在 , 则 5F(z)1az 均 存 在 , 且 
F(x)h = (5 2 一 2 )， (4.1.14) 


工 } 
其 中 请 = (Gh ,hs 
44.1.14) 可 改写 成 ， 


Ri ) EX 车 将 式 (4.1.14) 布 端 与 部 写 成 列 , 册 式 


[Fr) 9F(r) ,, 9F, (x)] [ai | 
dx gry OT, 


F(z) 3aFs(z) oF,(x)||i, 
Fl(r)h= | eaxi 9z2 EE 


(4.1.14)" 


9F, (x) dFa(7) ~ 9F,(zx) 
L 9x) dr2 dur, 了 | 页 

证 以 PP:X~XX 与 Q,:YY, 记 投影 ,以 万: 思 一 时 与 类 :YY 
记 嵌 人 ,例如 六 rr = (xi,0， 0 1 过 ii 雪 六 ) 均 为 有 
界线 性 算 子 .显然 


= OKF, F= QFUCiEm). (4.1.15) 
首先 设 Ftz) 存在 . 因 有 映射 x 一 F(z 可 分 解 成 ; 
0 


rE 1 ) 全 证 
EF(r)— QF (rr), 
于 是 由 链 规则 与 公式 (4.1.5) 有 


nF, 
= QF'(z), (1 i {4.1.16) 
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任 给 六 = (Ap 下) EX 有 上 = ,Jjh, ,于 是 由 式 (4.1.16) 有 


5 2h, = = QF ) Dh = = QF'(x)h, 


ed 
了 


这 正 表 明 式 (4.1.14) 成 立 .因此 结论 (i) 得 证 . 

为 证 结论 (i) ,只 需 考 虑 > = 1 的 情况 (一 般 情况 由 归纳 法 得 出 ). 若 下 所 CC ， 
则 由 已 证 结论 知 式 (4.1.16) 成 立 , 且 式 (4.1.16) 右 端 显然 是 z 的 连续 函数 ,反之 ， 
设 所 有 偏 导数 3F /3x, 存在 且 在 2 内 连续 , 今 证 下 € C!, 由 式 (4.1.15) ,只 需 证 
FORi mm); 因此 不 妨 设 rx = 1,F = 下 . 车 能 证 


F(zr) = 之 Ep,, (4.1.17) 
则 六 (xz) 显然 对 x 连续 ,因而 下 E€ 0, 式 (4.1.17) 相 当 于 
k=- VY eh, (= (h) € xX). (4.1.17》 
今 证 式 (4.1.17)". 为 简便 起 见 , 不 妨 设 ”= 2. 式 (4.1.17) “由 以 下 估计 得 出 ; 
| F(z +h) -F(z)- 5 2 


,| 


<|rc + h) -Flr,r t+ h)-— el 


十 FC, + h)- F(zr) Ah 
2 


< sup, 9aF(z + i 十 A) 9 | hi | 
+ wp | |, (用 式 (4.1.10)) 
-oa la | hy). (用 3Fjaz, 的 连续 任 ) 癌 


容易 看 出 , 式 (4.1.17)' 可 看 作 通 常 的 全 微分 公式 的 推广 ;而 F(z) 不妨 称 为 
全 导数 , 式 (4.1.14) 与 式 (4.1.17) 丛 好 表达 了 全 导数 与 偏 导数 的 关系 . 式 
《4.1.14) 中 的 算 子 和 矩 阵 


J{x) = [| 


二 
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称 为 下 在 z 的 jacobi 和 矩阵. 这样, 可 将 式 (4.1.14)》 缩写 成 
F(xr)h= (rr)h (hE€ XX). 
通常 就 认定 F(x) = J{z). 在 w= 1 与 有 n = 1 这 两 种 情况 下 分 别 有 : 


F(x) arFz) 5 
9zl ” dx ” Fz, 


F(x) = 


与 
F(x) = [F(x), PCr) ECz) 


特别 , 若 到 X = RR",Y = R", 则 当下 :QC 己 R" 一 RR" 可 微 时 , F"(x) 就 是 通常 的 
Jacobi 窍 阵 ; F(z) = [2F.(z)f3x,]. 特别 , 当 XX=R',Y=R,f:0OCR*>R 
可 微 时 ,有 


vi) = [DD ,SD], 


证 dry ’ 
这 与 通常 的 梯度 概念 一 致 ， 
$4.1.3 G 导数 


至 此 你 已 看 证 ,基于 Fréchet 导数 的 微分 学 以 相当 完满 的 形式 推广 了 经 典 微 
分 学 .从 前 面 所 展开 的 内 容 来 看 ,你 很 难 察觉 到 空间 的 无 限 维 性 带 来 了 什么 影响 . 
似乎 能 得 出 结论 :对 于 微分 理论 来 说 ,空间 的 维 数 并 不 是 一 个 重要 因素 . 如 果 侈 从 
微分 公式 的 形式 方面 考虑 ,事情 确实 如 此 .但 车 考虑 到 可 微 性 ,有 限 维 空间 与 无 限 
维 空间 就 完全 不 可 同日 而 语 了 .你 只 要 想 想 :无 限 维 空间 上 的 线性 函数 也 可 能 是 处 
处 不 可 微 的 ,要 害 问 题 是 :在 无 限 维 空 间 中 ,定义 4.1.1 意义 下 的 可 微 性 是 一 个 极 
强 的 条 件 . 如 果 很 少 有 映射 是 可 微 的 ,那么 所 建立 的 微分 理论 将 是 一 个 形式 优美 的 
宝 洞 理论. 当然 ,事情 并 未 严重 到 应 完全 近 弃 Fréchet 微分 理论 的 地 步 ; 但 它 不 能 
完全 满足 应 用 之 需要 则 是 肯定 的 .这 就 有 必要 考 起 某 些 条 件 较 弱 的 微分 概念 ;所 谓 
G 导数 正 是 其 中 较 常 用 的 一 种 ， 

定义 4.1.8 设 F:DCX>Y,xED,hEx. 称 


D, Flr,h) = lp) 一 (4.1.18), 


为 下 在 工 沿 有 的 右 侧 方向 导数 ,只 要 上 式 右 端 之 极限 存在 .类 似 地 , 称 


DD F(z,h) = lm E+) Fx (4.1.18) 


为 下 在 z+ 沿 的 左 侧 方向 导数 ， 当 以 上 两 个 方向 导数 都 存在 日 相 等 时 ,就 称 其 为 下 
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在 工 浇 6 的 方向 导数 ,并 记 作 DF(Cz,A), 若 YK,DF(x,h) 存在 ,是 DF(x,:) 
世上 L(X,Y 了 ), 则 说 下 在 c 处 G 可 微 ,并 称 DF(z) ADF{z, 为 了 在 z 的 上 GG 导 
数 了 . 


对 于 :DCXR, 若 GG 导数 DfF(z) 存 在 ,通常 也 称 DF(zr) 为 f(z) 的 
梯度 ,并 记 作 立 Fr) 若 方 向 导数 DF(z ,5) 存在 , 则 在 传统 上 称 它 为 在 x 关于 
增 量 的 一 阶 变 分 ,也 记 作 5F(z ,有 有). 变 分 概念 源 于 变 分 学 , 即 研究 泛 函 极 值 的 一 
个 数学 分 支 ,其 历史 可 和 追 铀 到 微 积 分 学 的 开创 时 期 .普遍 认为 , 变 分 学 是 认 果 分 析 
的 渊源 之 一 . 

想必 你 希望 立即 知道 : G 导数 与 下 导数 的 关系 如 何 ? 这 由 以 下 命题 解答 ， 
命题 4.1.9 设 下 :有 二 和 >Y,xE€ 0. 则 下 导数 F(xr) 存在 的 充 要 条 件 
是 : O 导数 F(zr) 存在 ,上 且 关 于 及 蕊 X, 有 hi = 1 一 致 地 有 


DEC ,h) = lim F(zrt+ er (4.1.19) 
当 产 (x) 存在 时 必 DF(z) = F(x),DF(zx,h) = F(xr)h. 
让 明 是 容易 的 ,你 自己 不 难 写 出 它 .注意 (4.1.19) 可 写作 
DF(z ,AR) = 人 F(z ey . (4.1.19) 


关于 方向 导数 还 需 作 两 点 解释 .首先 ,由 式 (4.1.19) 看 出 ,在 任何 情况 下 总 有 
PF(x,0) = 0, 故 只 有 沿 “ 非 零 方 向 * 及 的 方向 导数 才 真 证 有 意义 . 其 次 ,由 式 
{4.1.18) 看 出 , DD， F(x,) 对 天 是 于 齐 次 的 , 即 

D Fizah) = eaD F(x,h) (a »> 0), 
只 要 上 式 右 端 存在 .因此 ,只 要 考虑 对 单位 向 量 上 请 ( 即 hj =1 ) 的 方向 导数 就 够 
了 .在 经 典 微分 学 中 ,实际 上 就 是 在 这 个 意义 上 使 用 方向 导数 ,还 可 指出 左 侧 与 右 
桐 方 向 导数 之 间 的 以 下 简单 联系 ; 
D, f(x, ~ h)=-D fir,h). (4.1.20} 


要 解释 以 上 概念 ,用 有 限 维 例子 也 很 能 说 明 癌 题 ， 
例 4.1.10 人 提 设 广 = yn 则 


D, FfF{0,1) — tim £2 —A0) 一 0; 


中 定义 4.1.8 中 所 给 出 的 概念 ,早已 见于 文献 ,只 是 所 用 术语 与 记号 颇 不 统 --. 读 者 在 其 他 
处 看 到 类 似 概念 时 ,务必 首先 确定 其 内 涵 , 以免 混 活 . 
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而 D (0,1) 不 存在 (实际 上 ,Df{0,1) = ce). 
{ 让 设 r) 一 | x1 (rz ER), 则 


FAO) FAO 
lin Hf =+1, 


可 昂 D， A(0,1) = 土 1: 丙 侧 方向 导数 存在 ,但 不 相等 . 
《ii 证 Fr)] = zzz 天 yz= (rT) EE ER),FO) = 0. 则 对 任 给 
0 关 AER, 有 


DA(O,h) = lm 女 多 ) -0) - FA) 


可 见 了 在 rz = 0 沿 任何 方向 的 方向 导数 存在 ,但 DF(0,8) 不 是 产 的 线性 函数 ， 
于 是 马 导数 DK0) 椒 存 在 ,因而 下 导数 产 (0) 必 不 存在 (命题 4.1.9). 


$4.2 压缩 映射 与 枕 代 法 
判定 方程 的 可 解 性 及 计算 方程 的 近似 解 , 始 终 是 数学 及 其 应 用 中 的 基本 课题 . 
本 节 给 出 解决 这 类 问题 的 一 个 普遍 方法 . 
§4.2.1 压缩 映射 原理 


给 定 一 个 映射 下 :也 CX 一 Y. 若 DD= 态 且 下 是 线性 的 , 则 依 式 (2.1.5) 有 
| 让 一 | | | 
Ty 


I FH = sup (4.2.1) 


算 子 范 数 作为 量度 线性 算 子 的 “伸张 系数 "的 数量 指标 { 参 看 和 2.1.2) ,已 显示 出 极 
大 的 重要 性 ,现在 让 我 们 试探 一 下 ,类 似 的 概念 能 蔡 在 非 线 性 算 子 的 研究 中 发 挥 作 
用 .实际 上 ,无 论 下 是否 为 线性 算 子 ,只 要 式 (1) 之 右 端 ( 记 为 PB) 有限 ,我 们 就 有 估 
计 式 

Fr-Fy|l Blr-yl, (rr,y€E DD) 


而 且 这 个 估计 一 般 地 已 不 能 再 改进 .如 上 的 估计 在 实际 应 用 中 的 重要 性 ,是 不 言 而 
喻 的 .这 就 表明 ,对 于 非 线 性 算 子 订 需 要 有 一 个 类 似 于 算 子 范 数 的 概念 . 它 就 是 如 
下 给 出 的 : 
定义 4.2.1 设 F:DCX>Y, 令 
LipF = gap, T= (4.2.2) 


若 LipF < %, 则 称 玉 为 从 中 到 YY 的 Lipschitz 映射 , 称 LipF 为 下 的 Lipschitz 模 
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数 . 若 LipF 坊 1, 则 称 下 为 非 扩张 映射 ; 若 LipF < 1, 则 称 为 压缩 映射 

对 照 式 (4.2.1) 与 式 {4.2.2)? 看 出 , 若 下 是 线性 的 晴 D = XX, 则 LipF = 
| 下 | .可见 ,Lipsehitz 模 数 正 是 算 子 范 数 的 “ 非 线性 推广 ”. 鉴于 此 ,你 很 容易 将 
§2.1 中 涉及 算 子 范 数 的 某 些 结论 推广 于 Lipschitz 模 数 . 例如， 


Fr-Fyl| (LipD)| rr- yl Cry€ DD) (4.2.3) 
(对照 式 (2.1.6)) , 式 (4.2.3) 就 是 对 Fz - Fy 上 的 某 种 “最 侍 估 计 ”， 
Fr- Fy| Br-yl(vr,y EE DSLipF ER, (4.2.4) 
Lip(aF) =| a | LipF, 
Lip(F + const) = LipF, 
Lip(R + Fy) < LipF, + LipF,, 


(4.2.5) 


Lip(G oF) < LipG LipF. 


Lipschitz 映射 显然 是 连续 的 ( 低 照 命题 2.1.4), 但 逆 命 题 不 再 成 立 . 

在 上 其 体 情况 下 ,很 少 能 准确 地 求 出 LipF, 这 对 于 Lipschitz 模 数 的 应 用 并 不 构 
成 本 质 的 限制 .通常 若 能 得 出 某 一 估计 Lip 志 8, 使 得 8 能 满足 问题 的 需要 { 例如 
8< 1) 就 够 ,这 与 对 线性 算 子 范 数 的 要 求 是 类 似 的 . 对 于 可 微 喘 射 下, 可 用 中 值 
定理 来 估计 LipF: 若 下 : 旦 人 X 一 是 可 徽 映射 , 9 是 凸 开 集 , 则 由 式 (4.1.9) 
有 


| Fr- Fyll < sup | E(x) zyl, 
因此 由 式 (4.2.4) 有 有 
Lip < sup F(z)|. (4.2.6) 

由 式 (4.2.6) 稚 出 ,车 在 内 | F(z)| 适当 小 , 则 所 是 压缩 映射 . 这 是 判定 压缩 
映射 的 最 常用 的 方法 之 一 . 

例 4.2.2 中 设 让 :CR -> Rn 为 CI 喘 射 ， zo 扎 人 ,A 二 F'(xo0) 是 对 
称 矩 阵 (参看 定理 4.1.7 之 后 的 说 明 ), eta) CC(- 1,1). 由 定理 3.4.5(0ii) ,从 
afa)C(-11 得 出 上 41 < 二 由 F (zl) 对 > 的 连续 性 , 必 有 某 个 > > 0, 使 
得 在 球 B(xo) 内 上 F(x) ,<< 1, 因而 


BA max FC); <1. 


上 是 由 式 (4.2.6) 得 出 ; 下 在 球 B,(.zo) 上 为 压缩 映射 . 
(站 说 = [Tab](a <b),FE CO xI xR,R), 
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| frsy xr) EB. (ry,z) EJxJIxR) 


才 


Fu(lz) = | f(x,y (3))dy, (rEJuECOH)) (4.2.7) 
则 得 到 一 个 非 线性 算 子 天 :CCD 一 CD. Yu,v EC(), 有 


| Fa ~ Fv ||, = sup| | [f(x,y, 1)) — f(x,y, vy)) ldy 
< sao) (zy -Fry v9)) Ndy 


< | Bluly) vy) 1dy (用 中 值 定理 ) 


< Be 一 | 


由 此 得 LipF 委 8 一 ea). 若 BR6-a)<1l, 则 下 是 压缩 映射 . 

对 于 Lipschitz 映射 有 许多 精细 的 研究 .但 本 节 的 主要 对 和 象 是 压缩 上 腕 射 .压缩 
映射 的 特殊 价值 在 于 , 它 对 于 判定 方程 可 解 及 解 的 近似 计算 起 关键 作用 .下 面 就 来 
说 明 如 和 何 司 到 这 一 点 . 

在 代数 方程 .微分 方程 .积分 方程 , 泛 函 方程 等 诸多 问题 的 研究 中 ,人 们 逐渐 形 
成 了 一 种 共识 ;如 果 将 所 考虑 的 方程 问题 转化 为 所 谓 不 动 点 方程 


T= Fr (4.2.8) 


{ 下 是 某 -~ 算 子 .一 般 是 非 线性 的 ;方程 (4.2.8) 的 解 称 为 下 的 不 动 点 ) ,从 而 将 求 
解 方程 的 问题 变 成 求 下 的 不 动 点 的 问题 ,那么 就 可 以 充分 利用 (线性 与 非 线 性 ) 算 
子 理论 中 的 丰富 成 朵 ,尤其 是 利用 各 种 不 动 点 定理 .在 现代 数学 的 应 用 中 ,不 动 点 
定理 的 重大 价值 与 普遍 使 用 是 众 所 启 知 的 ,其 中 最 简单 旦 最 常用 的 -个 就 是 如 下 
原理 . 

定理 4.2.3( 压 缩 映射 原理 ) 设 D CX 是 一 非 袖 逆 集 ,FF:D>D. 

(iD 不 动 点 的 存在 惟一 性 . 若 对 某 个 万 宇 1 有 LipF? < 1, 则 下 在 D 上 有 惟一 
不 动 点 工 ”. 

(ii 迭代 序列 . 设 LipF < 1, 任 给 ro E 也， 含 


Xn = Pr = Fro (nS 1), 《4.2.9) 


全 艾 称 为 Banach 不 动 训 定理 , 它 实际 上 亦 适用 于 度量 空间 中 的 压缩 映射 .不 过 ,其 主要 应 
用 无 疑 基 在 Banach 空间 中 考虑 ,因此 拟 不 追求 更 大 的 一 般 任 . 
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则 如 此 得 到 的 选 代 序列 |x,| 收 襄 于 下 在 DD 上 的 惟一 不 动 点 zx”. 
【iii) 误差 估计 ., 设 LipF 过 7 < 之 1,z, 依 式 (4.2.9), x”E 品 是 FF 的 不 动 点 , 则 


上 zs 一 zx 所 于 下 zo 一 Fxo 上 ; 《 先 验 估计 ) (4.2.10) 


| zs -后 验 估计 ) (4.2.11) 


证 设 LipF 所 之 1 任 服 xo ED, 设 运 , 依 式 (4.2.9). 则 
Er zl = | Fr Fro SLipF) lr -wo (用 式 (4.2.3)) 


(LipF)” i Ti tn | rr” | 1 To 上 (用 式 (4.2.5)) 
m-] me--t 。 
| x, — x > za- 和 Dr | zt 一 nl 


Sil rl Cm>n) (4.2.12) 


式 {4.2.12) 表 明 ix,| 是 Cauchy 列 . 因 芒 完备 而 口 是 闭 集 , 故 x, -= zx" EDn. 在 
等 式 xz, = Fr， 两 边 令 n 一 吕 得 z= Fr* ,可 见 z* 是 下 的 不 动 点 .车 此 外 下 
还 有 不 动 点 x € D, 则 


zz 站 = |Fr-Fr | 所 rl|lr-z’|. 


因 x < 1, 上 式 推出 上 xz-x' | =0, 信 而 = x .可见 是 下 在 DD 上 的 惧 
一 不 动 点 .这 就 证 明了 结论 (ii). 

其 次 ,在 不 等 式 (4.2.12) 中 令 mm 一 oo， 即 得 误差 人知 计 (4.2.10); 然 后 将 式 
《4.2.10) 用 放 选 代 序 询 {x1 ,x ,zn (这 相当 于 以 二 作为 新 的 初始 点 ) 日 
只 迭代 一 次 , 即 得 式 (4.2.11). 因 此 fi 让 得 证 . 

若 Lip 严 < 上 , 则 严 在 万 上 有 惟一 不 动 点 地 . 因 


FFZED) = FIFI) = Fx, 


故 FE 亦 是 Fr 在 忆 上 的 不 动 点 ,于 是 出 惟一 性 有 应 = z, 即 是 下 在 上 的 不 
动 点 .车 x € 也 亦 是 下 的 不 动 点 , 则 x 显然 也 是 严 的 不 动 点 ,因而 必定 二 = xz. 因 
此 三 是 在 D 上 的 惟 ~… 不 动 点 .这 就 证 得 (让 .于 是 定理 证 毕 . 图 | 

压缩 映射 原理 是 现代 数学 中 极 令 人 惊异 的 典型 例子 :其 所 依据 的 思想 及 证 明 
如 至 为 简单 ,而 其 应 用 则 异常 广泛 里 富有 成 效 .下 面 考 虑 压缩 映射 原理 的 两 类 典型 
应 用 . 
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8$4.2.2 用 于 存在 性 证 明 


压缩 映射 原理 首先 用 来 证 明 各 种 类 型 方程 的 解 的 存在 性 (通常 也 同时 得 出 惟 
一 性 ) ,这 类 应 用 涉及 函数 方程 .微分 方程 ,积分 方程 等 范围 广泛 的 问题 .解决 这 类 
问题 的 通常 步 双 是; 
(iD 构成 空间 其 , 它 应 包含 所 考虑 方程 的 解 . 
(i) 转化 方程 ,即将 所 考虑 的 方程 依 适 当 方式 转化 为 不 动 点 方程 (4.2.8) ,这 
就 自然 得 到 一 个 算 子 下: D(F)CCX 一 XX. 
《 放 ) 选取 非 空 闻 集 品 己 DLF), 使 得 FD CD. 有 时 这 是 一 个 困难 的 选择 ; DD 
取得 过 小 ,可 能 使 FD CD 不 满足 ; DD 取得 过 大 ,可 能 使 映射 的 压缩 性 难以 验证 . 
(iv) 验证 下 : D 一 也 或 蘑 个 F" 为 压缩 映射 ,这 通常 是 整个 论证 的 核心 部 分 . 
(v) 应 用 压缩 映射 原理 .在 作 了 人 一 (iv) 之 后 ,这 当然 是 平凡 的 一 步 .但 也 应 
注意 ,由 原理 4.2.3 仅仅 得 南 ; 原 方程 在 DD 中 仪 有 一 解 ; 至 于 它 是 再 有 集 以 外 的 
解 , 则 是 另 一 个 问题 . 
现在 考虑 一 些 具体 例子 . 
例 4.2.4( 微 分 方程 存在 定理 ) ”考虑 Banach 空间 X 中 的 微分 方程 初 值 问 


题 : 
y (1) = Fi, yt)), yla) = ro EX, (4.2.13) 
其 中 EE COU x XX,X) ,= La,bj(a < 之 5). 车 了 满足 Lipschitz 条件: 
| fx) fF Br-yl rE.r,y€E X), {4.2.14) 


则 问题 (4.2.13) 式 在 J 上 有 惟一 解 . 
证 ”{i) 构成 空间 . 令 了 了 = Ct,X), 在 Y 中 定义 范 数 ; 
| y| = sup Hy (Cy€ Y). 
验证 如 上 的 范 数 满足 范 数 公理 ,日 了 依 此 范 数 完备 ,是 一 件 平 凡 的 事情 .不 过 ,车 
你 能 当 作 练习 来 做 将 不 无 益处 . 
(i) 转化 方程 .如 微分 方程 论 中 通常 所 作 的 ,问题 (4.2.13) 式 可 转化 为 积分 方 
程 ， 


y(t) = xo+ {fls,y(s))ds A Fy(t), (4.2.15) 


这 已 经 是 一 个 不 动 点 方程 ; y = Fy; 算 于 下 已 由 (4.2.15) 式 同时 得 到 定义 . 
(ii) 直接 看 出 ,对 任 给 yE Y, 有 Fy EY, 故 就 以 作为 定理 4.2.3 中 的 拷 
集中 . 
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(iv) 验证 广 ( n 充分 大 ) 为 压缩 映射 ,这 是 整个 论证 的 关键 .利用 下 的 定义 不 
难 归 纳 得 出: 


Fey(t) = > 4 六 + di 小 ‘pls, ,y(t dr,, 
其 中 y € Y. 于 是 对 任 给 y,z 全 YY 有 
| Fy — Fz <sup| dr dn | | f(s, ys)) — fls,z(s)) | ds 


<| a a] Bly lads (用 式 (4.2.14)) 


=Re yl 


因而 Lip 和 PCD 一 a)"fn! < 之 1(4 充分 大 ) 儿 . 

余下 的 事情 只 是 应 用 定理 4.2.3 了 . 口 

特别 取 X = R”, 就 从 例 4.2.4 得 出 在 通常 微分 方程 教材 中 已 熟知 的 存在 惟 
一 性 定理 . 略 加 对 照 之 后 你 必定 会 看 出 ,运用 省 函 分 析 的 语言 .结论 与 方法 ,对 于 这 
一 熟知 定理 的 证 明 被 大 大 简化 了 ， 

在 例 4.2.4 的 证 明 中 ,我 们 严格 地 按照 标准 的 步骤 进行 表述 ,以 使 读者 获得 尽 
可 能 清晰 的 印象 .不 过 ,你 一 日 熟练 地 掌握 了 这 一 方法 ,在 实际 运用 时 就 完全 可 以 
变通 处 理 , 而 不 必 拘 泥 于 某 一 定格 式 ， 

例 4.2.5(Volterra 型 积分 方程 ) 考虑 积分 方程 


u(xz} = A] fr,y, u(y))dy + v(x) A Fulr), (4.2.16) 


其 中 了 如 例 4.2.2( 刘 ,1E 及 与 EC(J) 是 给 定 的 , | = [a,b](a < 5). 方程 
《4.2.16) 本 身 已 具 不 动 点 方程 的 形式 . 取 X = CC), 则 下 :区 一 多 , 利用 便 4.2.2 
《已 得 之 结论 并 结 人 台式 (4.2.5) 得 


LipF 过 1418(B -a). 


因此 , 当 | 4 | 适当 小 时 下: X 一 XX 是 压缩 映射 .于 是 由 定理 4.2.3 得 出 : 当 1 | 
适当 小 时 方程 (4.2.16) 有 惟一 连续 解 . 不 过 ， 以 上 论证 实际 上 还 是 过 于 粗 玖 了 .下 
面 采 用 一 个 更 细致 的 分 析 . 任 给 ww,v € CE 有 


全 将 此 处 的 方法 与 例 3.1.5 比较 ,你 会 发 现 二 者 非常 类 似 ; 此 外 关于 LipF” 的 不 等 式 与 便 
3.1.5 所 得 的 | 了 T 目 志 1n 1 恰好 相当 . 
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| Fu(lz) — Fu(xr) | 2 上 1 Fix ys uly) — Fry vy)) | dy 


S141| Blu -vlody 


=I1Aa1Br -a)lw vl. 
作 归 纳 假设 


FF a(xz) -Flv(r) i Ut 4 [人 一 ua-vlo {n> 1), 


则 
| Fu{x) ~ Frv(x) (SOI [a [Fuy)— Fiv(y) | dy 
< 全- -vlvdy 
[laAlBtr—-a)]’ _ 
-LILB8Lz -ea 了 ol 
这 就 得 出 


Lip 才 [AT BE -a)]"in!l < 之 1 (xn 充分 大 ). 
因此 ,限制 1 4 | 适当 小 是 不 必要 的 . 
将 方程 (4.2.16) 稍 加 变形 ,就 可 将 其 归 人 一 般 形式 的 方程 ; 
Mr 一 上 二 (4.2.17) 


共 中 下 :XX 一 义 ,A 人 RR 与 y€ 多 是 给 定 的 .如 果 F EL(X)， 式 (4.2.17) 就 成 了 
上 童 中 讨论 过 的 方程 (例如 式 (3.3.8)) ,其 解法 与 谱 理 论 有 关 . 因此 ,通常 将 有 关 方 
程 (4.2.17) 的 问题 称 为 非 线性 特征 值 问题 . 若 F = TE LCX),141> 站 人 | , 则 
方程 (4.2.17) 有 惟一 解 + = (41 - T)-!y (参考 $3.1). 下 面 是 这 一 结果 的 非 线性 
推广 . 


定理 4.2.6 ” 若 | 141> LipF, 则 逆 算 子 (XI - FE) : XX-> XX 存在 , 且 
LiptaT — F) ?< (1 A- LipF), (4.2.18) 


六 此 ,方程 (4.2.17) 有 惟一 解 x = (Af F) 7， 且 = 连续 了 节 依赖 于 
证 盆 然 用 前 面 已 熟悉 的 方法 ; 首 党 改写 方程 (4.2.17) 为 不 动 点 方程 


T=A {Frt+y) A Gr, 
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因 LipG =1241 LipF<1, 故 G 有 惟一 不 动 点 zz 所 和 ,了 即 方程 (4.2.17) 的 惟一 
解 ,这 表明 A 一 下 :多 一 外 是 双 射 ,因此 {a1 下) :X 一 X 有 定义 . 
余下 证 明 式 (4.2.18). 设 y= (AT 一 F}z,,i = 1,2, 则 


Ial Tx x = | yi — y+ Fr — Fx 


| yy | + (LipF) | zt — x 二， 


由 此 解 出 
| -YL Y? | 
ll 1 一定 2 | 1 pF 
此 不 等 式 正好 与 式 (4.2.18) 相 当 . 口 
有 超 的 基 , 若 下 = 荆 € 工 { 久 ), 则 不 等 式 (4.2.18) 成 为 
Talo TT) CA TT) 


此 不 等 式 可 由 式 (3,1.10) 直 接 推出 .以 上 事实 及 本 节 的 其 他 一 些 结论 表明 ,将 线性 
算 于 理论 中 某 些 思想 与 结论 移植 于 非 线性 算 子 , 是 可 行 的 ,或 者 至 少量 具有 启发 性 
的 ,体会 到 这 一 点 ,对 丁 非 线性 算 子 的 学 习 不 无 好 处 . 


#4.2.3 用 子 数 慎 计算 


我 们 已 经 看 到 ,车 LipF 反 >< 1, 则 对 任 给 zo。E DD, 依 式 (4.2.9) 构 成 的 迭代 
序列 1z, | 都 收 敏 于 下 在 吕 中 的 惟一 不 动 点 ”. 因此 ,只 要 ”适当 大 ,就 可 用 
作为 = ”的 近 介 值 ; 由 此 而 引起 的 误差 可 用 式 (4.2.10) 或 式 (4.2.11) 来 估计 .这 就 
为 求 方 程 的 近似 解 提 供 了 一 个 普遍 方法 ,通常 称 为 选 代 法 或 锭 次 逼近 法 , 它 在 数值 
计算 中 被 广 证 应用. 

在 将 压缩 映射 原理 应 用 寺 存 在 性 证 明 时 ,我 们 只 关心 渤 代 序列 的 收 化 性 ,而 不 
关心 其 收敛 速度 .在 定理 4.2.4~4.2.6 中 ,其 至 未 直接 提 到 避 近 方程 解 的 迭代 序 
列 .至 于 数值 计算 , 则 完全 不 同 ; 我 们 不 侈 关心 迁 代 序列 的 构成 , 更 关心 其 收 伍 速 
度 , 误 差 佑 计 式 (4,2.10) 和 表明, 选 代 序 列 {x,| 的 收 敏 速度 不 慢 于 几何 级 数 Sr 
的 收 化 速度 .因此 ,构成 送 代 序 三 的 一 个 首要 要 求 是 ; 应 尽 可 能 地 小 . 这 就 应 这 样 
构成 与 原 方程 等 价 的 不 动 点 方程 x = fix, 使 得 LipF 尽 可 能 小 ;而 且 随 着 p 一 0， 
Lip( | Botz )) 将 越 来 越 小 (从 而 迭代 序 询 收 襄 得 越 来 喜 快 ) ,最 好 是 


lim Lip(F | B(x’)}=0. (4.2.19) 
mm 


若 下 是 C 虎 射 , 则 由 不 等 式 (4.2.6) 推 出 , 当 F(z")-0 时 条 件 (4.2.19) 式 必 满 
足 . 
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下 面 通过 两 个 具体 例子 来 说 明 . 


例 4.2.7(Jacobi 选 代 法 ) 设 A= [as] ER ,bp ER". 为 用 选 代 法 求解 线 
性 方程 
Ar 一 五， (4.2.20) 


分 解 4 = 站 + 其 中 忆 = diag(auyazmem),Q 是 将 A 的 对 角 线 中 的 元 变 
为 零 而 得 之 矩阵 , 即 @ = A 一 也 , 则 方程 (20) 可 依 如 下 方式 转化 为 不 动 点 方程 ; 
Dr 三 一 人 Fr 十 五 ， 

=- DQr+D'baBrtsg. (4.2.21} 
要 使 方程 (4.2.21) 适 于 用 来 构造 移民 序列 ,要 求 ‖ 8B 上 < 1 (这 并 非 必要 条 件 ;由 
定理 3.1.4, 只 要 r,(B) < 就 能 使 选 代 序列 收 伊 ) ,最 好 是 上 B i 尽 可 能 地 小 , 注 
意 到 ( 依 命 题 2.2.1) 


‘or 


-1 
一 max | aa | > 1 as 1， 
上 1 


al<ial (ts 二 oa)， (4.2.22) 
Tr 


就 有 有 BB <1, 从 而 保证 迁 代 序列 收敛 .满足 条 件 (4.2.22) 式 的 矩阵 A 称 为 接 
行 严格 对 角 占 优 抢 阵 . 取 x = | 好 | -, 就 可 应 用 误差 估计 公式 (4.2.10) 或 式 
(4.2.11). 不 过 应 注意 ,与 对 B 取 范 数 B11 相对 应 ,应 用 式 (4.2.10} 或 式 
(4.2.11) 时 ,对 向 量 x 要 用 范 数 | x 上,. 

类 似 的 方法 , 亦 可 用 于 由 无 穷 矩 阵 表示 的 无 穷 线 性 方程 组 (参考 命题 2.2. 2),， 
且 可 得 类 似 的 结论 ， 

例 4.2.8(Newton 迭代 法 ) 设 下 : 0 CX 一 XX 是 C7 有 映射, 今 要 解 方 程 

Fr=0. (4.2.23) 


车 预先 估计 到 方程 (4.2.23) 有 解 x' , 上 且 天 (x *) 可 道 , 则 在 x* 邻近 F(z) 亦 可 
首 , 因 此 可 将 方程 (4.2.23) 转 化 为 不 动 点 方程 


x = zw-[F(r)] Fr A Gr. (4.2.24) 
一 个 稍 细 致 的 分 析 可 以 得 出 
GT) = F(A) FCAR)F (Cr) Fr, 
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这 表明 CCz ” ) = 0, 从 而 在 z” 邻近 LipG 必 充 分 小 .因此 ,如 果 依 式 (4.2.24) 来 
构成 选 代 序 列 , 则 可 能 达到 较 高 的 收 敏 速度 . 惟 - -成 问题 的 是 :为 保证 选 代 序 列 收 
但 ,应 选取 re 适当 接近 于 待 求 的 x" ; 然而 x“ 孝 是 未 知 的 .因此 在 选择 ze 时 变 用 
到 关于 映射 R 的 适当 条 件 ,这些 可 在 有 关 数 值 计算 的 专业 书 中 找到 

看 一 个 最 简单 的 例子 .并 是 方程 


Filr)}= x -2=0 


的 解 . 令 


G(r)= x A - 了 (z+ 十 }). 


取 zo = 1, 则 经 4 次 近代 后 得 出 ， 


x1 一 413， x2 一 8172， 


za = 1.25993349, 
zs = 1.25992105, 
其 中 x 的 9 位 数字 全 为 准确 数字 . 


34.3 隐 范 数 定 理 


在 上 节 中 我 们 看 到 ,压缩 映射 原理 可 用 于 解决 各 种 类 型 的 方程 问题 , 隐 函 数 方 
程 就 是 应 用 上 最 常见 的 方程 之 一 . 本 节 应 用 不 缩 有 峡 射 原理 来 建立 Banach 空间 中 的 
隐 函 数 定理 , 它 无 疑 是 无 限 维 分 析 学 的 最 重要 的 成 果 之 一 . 


$4.3.1 反 函 数 定理 


反 函 数 定理 与 隐 范 数 定理 可 互相 推出 .但 从 形式 上 看 , 反 函 数 定理 显得 简单 _- 
些 , 因 此 我 们 首先 建立 反 函 数 定理 ,然后 由 其 推出 隐 函 数 定理 ， 

蔡 卫 : (a,6) CR 一 RR 是 连续 可 微 函数 ,了 (xo) 夭 0,zeE (a,5), 则 了 在 某 
个 合 ze 的 区 闻 J 上 是 严格 单调 函数 ,因而 了 作为 J 上 的 函数 存在 反 函 数 广 !(y)， 
广 (y) 也 是 连续 可 微 函 数 , 且 


Ty) = 1 (x) (y= f(r)). 


类 比 于 此 ,对 于 Ci 映射 己 : QC 广 X 一 了 , 若 x。 EE 人 ,天 (xzo) 可 逆 , 能 否 断 定 下 在 
zo 邻近 有 Cl! 的 道 映射 FF-!, 月 
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Fi(y)= F(x)! (y= Fr). 


反 函 数 定 理 正 是 对 上 述 问 题 给 出 一 个 肯定 回 管 ， 
定理 4.3.1( 反 函数 定理 ) 设计 ,了 是 Banach 空间 ,下 :人 人 CX-Y 是 一 
CSS 魏 c2) 上 映 射 , roE 吕 Pro : 关 宇 YF (全 表 同 构 ,下 同 ). 则 存在 xo 的 
开 邻 域 U 与 Fro 的 开 邻 域 V, 使 得 下 : UU 一 V 是 双 射 ,其 道 映射 1:V->U 是 
C- 映射 ,日 
(PON {Fr) = (Fr) (rE U). (4.3.1) 
证 证明 稍 长 ,分 为 几 个 步骤 进行 . 
(0) 简化 间 题 , 令 全 = Fzxo), 由 道 算 子 定理 知 工 -! 有 界 .定义 
Gr = TH(F(xo + x)} Fro), 
则 G :8 xoCX>>X 是 一 C 映射 , G(0) = 0,G (0) = 1 车 在 xw = 0 邻近 
GG 有 CC 的 逆 上 映射!, 则 木 难 验证 
Fy= xotG!T I(y— Fr) 
就 是 下 在 zo。 邻近 的 C 的 逆 映 射 .因此 ,不 失 一 般 性 ,不 妨 一 开始 就 设 区 = Y, 
Tu=0Et ,FF(0) 一 0,F {0) 一 了, 
《i 证 逆 映 射 的 存在 性 , 即 确定 x+ = 0 的 开 邻 域 与 V, 使 得 YyE Y, 方程 


Fx = y 有 惟一 解 zx E U, 因 这 是 一 个 方程 问题 , 故 如 上 节 中 所 作 的 ,将 Fx = y 转 
化 为 不 动 点 方程 


T= XT- Fr+t+yAa Gr,. 
我 们 试图 在 某 个 球 囊 (0) 上 对 G 应 用 压缩 映射 原理 , 8 待定 . Yz ,ze Bas(0), 有 
For| rz-Frl|+|yl 
委 [I- F(ar)l zl + yl; (有 式 (4.1.10)) (4.3.2) 
[Gr-G| = |Fr- Fer- (xr -<)l 
< up, | FCs) ~ TH x ~ xz. (用 式 (4.1.10)) (4.3.3) 


如 果 我 们 希望 GB,(0) CC B, (0),Lip(G | B,(0)) 去 12， 就 应 这 样 选择 8 与 y; 取 
5 >0, 使 当 上 Hx 时 F(z) -TI <t2, HFC) EGLX), 而 yE V 
全 Boz). 因 开 (0) = 了 而 F(x) 连续 , 故 如 上 的 8 必 存 在 .于 是 对 zz EE 
BB,(0), 由 式 (4.3.2) 推 出 上 Gz < 之 3; 由 式 (4.3.3) 推 出 


1 Gr - Gzl 过 (zz 
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于 是 由 压缩 映射 原理 得 出 : G 在 B,(0) 上 有 惟一 不 动 点 x, 因而 Fr = y. 因 
站 zf = 全 Gri <8, 故 zEUA Bs(0) 门 Fi!'V. 因此 下 :U 一 VV 为 双 射 ， 
UD 与 V 都 是 0 的 开 邻 域 . 

(i 证 Fl1:; VU 连续 . 没 y = Er Vr EU,i = 1,2, 则 由 式 
(4.3.3) 有 


Flr- zl lr zs (Fr ~ Frs) | 


站 | 1 证 2 | | Yi V2 | , 


| Fly 一 下 | 2 i 3 YY2 | 《31yy2 各 V)， (4.3.4) 


《iv) 证 式 (4.3.1). 取 定 xE U, 设 y= Fr,z+hEU,ytk=Flrt+h) 
所 V. 由 式 (4.3.4) 有 | 产 ‖ 所 21 | 


| FF 《yy+R) 一 下 一 (ED 下 | 
= (FC TIE (zr)h -kj 
FE) | | FCr+h)- Fr—F (rh 
=~oC Al)= ollgN), 《用 站 下 < 委 21 人 人) 


这 正 表 明 式 (4.3.1)7 成 立 ， 
(证 FEC. 显然 只 需要 考虑 < oo 的 情况 .从 已 证 的 式 (4.3. 巧 声 接 看 
出 (FI ) 对 yy 连续 ,因此 开 EC 将 (CE 9) 作 如 下 分 解 : 


yr ErF (rr) (Fr)) = (FP)'(y), 


于 是 利用 FE C"' 与 归纳 假设 F' E CT 得 出 CPP EC 从 而 下 和 人 
得 证 . 口 

仔细 检查 上 述 证 明 你 会 发 现 , 我 们 隐蔽 地 利用 了 以 下 结论 : 

(A) 若 TEL(X),|T~- 了 Tl < 之 1/2, 则 工 可 迹 . 

(B) C 映射 的 复合 映射 是 C" 肌 射 - 

(C) GLK ) 一 工 (X) 了 T 了 一 工 :是 C7 映射 . 

结论 (A} 可 从 引 理 3.1.1 推出 ( 引 理 3.1.1 亦 道 用 于 实 Banach 空间 ). 至 于 绍 
论 (B) 与 (C), 在 有 限 维 空间 中 似乎 不 成 问题 ,但 在 无 有 限 维 空 间 中 并 不 显然 ,因而 需 
要 严格 证 明 . 如 果 你 对 于 这 一 类 的 结论 并 无 进一步 的 兴趣 ,可 以 不 看 下 面 补 证 的 两 
条 引 理 . 
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引 理 4.3.2 说 下 : 由 CX-=Y 与 00: 人 人 CY->2Z 是 CC 且 射 ,0 近 扫 
co 旭 有 =G- FEC. 简 言 之 ,Cr 映射 的 复合 映射 是 CY 映射 . 
证 ”显然 只 需 考 虑 > 之 % 的 情况 . 当 = 0 时 引 理 结论 显然 成 立 , 下 面 设 
r 之 1, 月 设 引 理 口 对 性- 上 映射 证 明 . 跨 射 瑟 (rz) = GOFzJE zy 可 作 如 下 分 
解 : 
rT {OG (Pr FF (rr) GG (Fr)F'{r). (4.3,5) 
中 困 纳 假设 , x 一 G (Fr) 是 C1 映射, 因 阶 (用 定理 4.1.7) 
rx ro Fr) Ft{r)) 
是 CC ' 映射 ,其 次 ,直接 看 出 
L(Y,Z) x L(X,Y), (A,B)— AB 


为 C” 映射 (实际 上 ,此 映射 的 3 阶 导数 恒 为 零 ), 于 着 将 归纳 假 没 用 于 式 (4.3.5) 
得 后 EC 从 而 中 EC 口 

引 理 4.3.3 令 G = GL(X) (CX 上 的 括 扑 自 同 构 之 全 体 ) , 则 G 是 上 L(X) 的 
开 子 集 . 旦 反 演 映射 


了 (4.3.6) 


是 C” 有 频 射 . 
证 采用 $3.1.1 中 的 方法 . 取 定 4 € G. 若 BEL(X), 上 B | 充分 小 , 则 
有 


(A+B)!' 一 上 TEA 
= 2 A414(- BA )， (参照 式 (3.1.6)) 
这 表明 A + BEG,H 


(A+B)'-A'+rA'HAT I 


-=| Da an 


SEA Bl ol BI). 
以 上 估计 表明 
1 (A)B=- A'BA! a BB), (4.3.7) 
BLX)->L(X), B-»- A'BA! 
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显然 为 有 界线 性 算 子 . 令 
La :LX)— LIXR), B— AB, 
Ri :LL(X)—> LL(X)Y, B— BA, 


则 工 , 与 民 均 为 有 界线 性 算 子 ,而 A 一 上 ,与 人 4 一 Ra 则 是 愉 L(X) 到 L(L(X)) 
的 有 界线 性 算 子 .由 式 (4.3.7) 有 


(A) = 一 bs Rio. (4.3.8) 
作 归 纳 假设 ; JE Cr 之 1), 则 由 式 (4.3.8) 及 引 理 4.3.2 得 EE Ci, 从 而 
JEC. 因 /是 任意 的 , 帮 ]€ C0. 口 


注意 引 理 4.3.3 证 是 以 下 初等 结论 的 椎 广 : pg(z) = 1/z(0 关 xz E RR) 无限 次 
可 微 , 昌 ofz) = 一 p(x). 


$4.3.2 隐 函 数 定理 


首先 让 我 们 辐 把 一 下 微 积分 学 中 的 隐 东 数 定 理 , 设 下 :中 所 到 -及 是 一 个 连 
绪 可 微 函 数 ， (xo ,Yo) EE ,F(xro :Yo) = 0, F(xo ,Yo) 天 0， 则 在 点 {zy ,Yo) 邻近 
可 从 方程 F(x,y) =0 解 出 y= y(z), 使 得 y。 = yzo)， 


yx) = 一 下 (zz yr)). 
可 庆幸 的 昆 ,以 上 结论 可 推广 于 Hanach 空间 中 的 隐 画 数 方程 .实际 上 ,推广 后 的 由 
函数 定理 只 不 过 是 定理 4.3.1 的 一 个 推论 . 
定理 4.3.4( 像 函数 定理 ) 设 X,Y,Z 是 Banach 空间 , FF :NCXxY>7 
是 一 CC 映射 {1 扫 : rr <: co (xo, yn) 所 ,P(rco,yo) 一 0,F, {ro, Yo) Y 宇 Z. 
则 在 在 点 (xo ,yo) 的 开 邻 域 D x Y(C 9) 及 惟一 的 C 映射 站: U -> V, 使 得 
Fr,f(x)) = O07 EU), flro) = yy; (4.3.9) 
Flr) = [P(r FD F(z 2)) (rEU). (4.3.10) 
证 ” 作 如 下 辅助 映射 : 
GINO XYZ, (ry)— (rw,Flr,y)). 
由 定理 4.1.7, 有 GE Cc .约定 成 一 (zo;yo);29 仿 此 , 则 
全 (ro， od 二 - 
lp 
仿照 线性 代数 中 求 道 矩阵 的 方法 ,形式 地 求 出 
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了 0 | 
[Gazrn,sw)] = | ai 4.3.11) 
Tn yo 国 (Fo ) -IE (FE 和 1 


然后 由 直接 计算 验证 QQ 与 QW 均 为 单位 算 子 ,此 处 了 = G (zo,xyo), 因此 式 
(4.3.11) 事 实 上 为 真 ,从 而 GG (xo,yo) :XxXY 了 之 Xx7. 将 反 函 数 定理 用 于 G 得 
出 : G 在 (x6,;yo) 的 某 个 开 邻 域 Ux YY 上 存在 上 的 道上 映射 GG ,G71' 定义 在 {x,， 
0) E XxZ 的 某 个 开 邻 域内 ,有 重 G (x0,0) = (zw) 设 了 :和 xx 了 一 了 是 投 
fxr) = PG (zx,0), 
则 fF: U 一 VY 是 C 映射 ,f(xzo)} = yo. 由 
(rsF(r, fOr)) = Gr, T(r)) = (x,0) 


推出 Ftz .Arzi) = 0Cx EE 可), 可 昂 f(x) 满足 式 (4.3.9). 微 分 恒等式 F(z， 
了 (xX)) = 0 {应 用 式 (4.1.17)') 得 


Plz Fr + Er Fr)F (rh = 0 (hE X), 
由 此 得 出 (10). 由 逆 映 射 的 惟一 性 推出 如 上 了 的 惟一 性 . 口 ] 
看 看 定理 4.3.4 的 有 限 维 形式 是 有 益 的 .在 定理 4.3.4 中 取 和 = R",Y= 
= 有 届 ”( 不 上 天 天 于 ) 得 到 :车 CR”'",F (过 1 安 m) 是 如 内 的 实 值 C0" 函数， 
(Cry ENFR ,YN) = 0 1m), 
detLaR (1x, vy fay] 2¥ 0, 
则 在 点 Cx" ,yy ) 邻近 可 从 方程 组 
Fr yn) =0 (Rim) (4.3.12} 
惟一 些 解 出 
y= fr rT,) (li < nn}, 
天 是 点 x = (zz yo) 邻近 的 C" 函数 , 它 满足 
y= fT) = 


i le 


其 中 本 二 (ris Ta Ta) ,sy 一 (Cyl ya yn) 


你 不 妨 设 想 一 下 ,如 果 我 们 不 用 Banach 空间 的 语言 ,而 保持 平常 的 坐标 形式 ， 


信服 地 证 明了 : 泛 螨 分 析 的 抽 旬 方法 常常 能 便 一 些 复 亲 的 问题 明显 简化 . 
$4.3.3 某 些 应 用 


隐 洱 数 定理 (包括 反 函数 定理 ) 在 多 个 数学 领域 有 大 量 深刻 的 应 用 .许多 应 用 
涉 太 较 深 入 的 专门 知识 ,此 处 仅 能 举 最 简单 的 例子 ,它们 亦 颇 能 说 明 问 题 ， 

首先 作 一 般 说 明 . 设 某 一 问题 疝 时 涉及 曙 x,y. 此 处 我 们 在 尽 可 能 一 般 的 意 
义 上 理解 量 , 它 可 以 是 很 复杂 的 对 象 (如 函数 或 算 子 ) ,而 并 不 限于 指数 量 或 有 限 维 
问 量 . 如 有 果 能 根据 问题 的 条 件 得 出 x 与 y 之 间 的 某 个 约束 关系 : 


Ftx,y) = 0, 


那么 我 们 希望 出 此 知道 : 

(A) 是 否 存在 明 数 关系 y = f(z)? 

(B) 能 否 从 下 的 一 定 可 微 性 推出 y = 了 (x) 的 同样 可 微 性 ? 

而 体 函 数 定理 恰好 可 用 来 回答 以 上 问题 . 在 很 多 问题 中 , 函数 关系 y 一 f(z) 
存在 及 其 可 微 性 是 重要 的 , 商 f(z) 的 具体 表达 式 则 未 必 重 要 .而 且 应 指出 , 隐 函 
数 定理 对 于 具体 解 出 y = f(x) 并 无 帮助 .有 时 ,函数 关系 y = f(x+) 是 已 知 的 ,应 
用 隐 函 数 定理 的 惟一 作用 是 得 出 f(x) 的 某 种 可 微 人 性 , 即 解决 上 述 的 问题 (B) 即 
使 仅仅 在 这 个 意义 上 应 用 隐 函 数 定理 ,其 意义 亦 不 可 低估 , 因 很 少 有 其 他 分 析 定理 
能 起 类 似 的 作用 

现在 来 看 儿 个 具体 例子 ， 

例 4.3.5( 特 征 香 问题 ) 设 1 是 4o EC 的 单 重 特征 值 . 则 当 A EC** 充 
分 接近 于 A。 时 , A 亦 有 单 重 特征 值 4 ,4。 充分 接近 于 1 , 月 4， 关于 和 为 Ce 函 
数 


证 首先 给 出 A € C…" 与 其 特征 值 ; 之 同 的 约束 关系 ,这 就 是 
FIA,A) A det(A1 — A)}= 0. {4.3.13) 


显 扒 ,下 :CC xx 一 它 尾 C” 函数 ， FAo,ano) 二 0. 因 %, 是 nn 次 多 项 式 P(2) 
和 全 (A ,4) 的 单 重 零点 , 故 必 


F(Ao, Ao) = P(A0) DO. 


于 是 出 隐 函 数 定理 得 出 ;在 (AosA0) 邻近 可 从 方程 (4.3.13}) 解 出 C” 函数 六 二 
aaa 是 让 的 特征 值 . 因 当 4 有 A 时 


FiA,M) ss (Ao Ns) 0, 
故 是 A 的 单 重 特征 值 . 国 
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你 试 设想 一 下 ,如 果 不 用 隐 画 数 定理 ,该 如 何 解 决 例 4.3.5 中 的 问题 .须知 ,我 
们 无 法 求 得 用 A 表示 Ma 的 明显 表达 起 .你 必定 觉得 , A 作为 丽 数 1 的 “ 自 变 量 ”， 
似乎 太 复 杂 了 .而 对 于 应 用 隐 函 数 定 理 , 这 是 完全 不 必 介 意 的 事 . 
一 个 类 似 于 和 例 4.3.5 但 更 具 一 般 性 的 应 用 是 : 
例 4.3.6( 方 程 的 扰动 ) 考虑 R" 中 的 非 线 性 方程 
u(x) = 0. (4.3.14), 


岗 数 & 通常 由 实际 资料 确定 ,未 必 完 全 准确 ,那么 zx 的 误 善 对 于 方程 (4.3.14)， 
的 解 影响 如 何 ? 这 无 疑 是 不 可 忽视 的 问题 . 为 应 用 隐 函 数 定理 , 将 方程 (4.3.14)， 
改写 成 
Fluysr} a u(r) = 0, 

其 中 尺 C(O,R"),x 0,0 CR 是 基 个 有 界 开 区 域 ,在 (1(5,R*) 中 使 用 范 
数 ， 

Lal = sup | u(tx) 1 十 | w(x} 1. 
容易 看 出 , 下: C'(D,R")xnNn 一 R' 是 C! 映射 (注意 下 (a ,zx) 对 2 是 有 界线 性 算 
子 ). 给 定 nl 所 CN,R'), 车 方程 (4.3.14), 有 和 解 no 全 且 zfzny) 本 
GL(R”), 则 

F, (unro) = # ox0)!: RR". 
于 是 由 隐 泣 数 定理 推出 :对 于 wo 的 C! 近似 &, 方程 {4.3.14), 在 .ro 邻近 有 惟一 
解 x,, 呈 x, 是 & 的 C! 丽 数 ;特别 , r, 是 的 连续 函数 , 即 4 的 微小 变动 仅 导 致 方 
程 (4.3.14), 解 的 微小 变动 .这 一 -结论 无 疑 是 令 人 满 音 的 . 


例 4.3.7( 到 达 时 间 )” 投 玉 是 一 一 实 Hilbert 空间 , f: XX 一 RR 是 C' 霄 数 , = 
[afa < Bb), rE NY) 0. C' 映射 :RxX 一 XX 满足 ， 


ol0,x) = zr, ol,z) ~— Vi/{oa{tt,.r)), 


这 意味 着 ett ,zx) 是 向 量 场 - VAUX) 的 流 . 设 VYx EE 产 !( 门 ,有 惟一 t; 七 R, 使 
得 fotz, ,zr)) = a (i 称 为 沿 YAf(z) 的 轨 线 到 达 水 平 集 1 = a| 的 时 间 , 简 称 
为 到 达 时 间 ). 这 意味 着 , + = zt, 是 方程 

Px,t) A flali,r)) a=0 
的 惟一 解 . 因 下 :xR 一 RR 为 C1 函数 , 且 当 ftg(:,z))= ae 时 
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Flr) = (Vos, 7)), oli, x)) 


=— | Yati, x)) |? <0, 


故 由 隐 沙 数 定理 得 出 : +, 是 x 的 C' 函数 .特别 , :连续 地 依赖 于 z; 若 = 有 微小 变 
动 , 则 到 达 时 间 亦 只 有 微小 变动 . 

你 注意 到 ,在 例 4.3.7 中 ,到 达 时 间 的 存 存 性 是 预先 假定 的 (存在 性 可 由 其 
他 理由 确立 ) ,因而 应 用 脆 滑 数 定理 的 惟一 目的 是 获得 函数 z 一 志 的 可 微 性 .实际 
上 ,只 监 能 确定 对 某 个 re, 到 达 时 间 t。 存在 ,就 可 由 隐 范 数 定理 推出 ,至 少 在 zx。 
邻近 ,到 达 时 间 1. 是 存在 的 . 

例 4.3.8( 白 立 商 点 ) 设 下 :人 CX 一 XX 是 一 个 C' 映射 ,通常 称 瑟 为 内 
的 向 量 场 , 称 下 的 零点 ( 即 方程 fr = 0 的 解 ) 为 向 量 场 的 奇 点 . 奇 点 概念 在 动力 系 
统 理论 中 具有 基本 意义 .现在 考虑 这 样 的 问题 : 苦 xz, 和 吕 是 的 奇 点 , F(zx6) EE 
GLCX) (这样 的 ro 姑且 称 为 正则 奇 点 ), 下 在 ro 的 充分 小 的 邻 域内 是 否 有 其 他 奇 
点 ? 阿 答 是 明确 的 : 必 存 在 ro 的 邻 域 U,x。 是 正在 苛 内 的 惟一 奇 点 .事实 上 ,由 
反 限 数 定理 ,有 .zo 的 邻 域 DT , 使 正厅 吉 上 是 可 道 的 , 因 市 方程 Fx = 0 在 口内 只 
能 有 一 个 解 , 妈 ro. 这 样 ,我 们 就 得 出 结论 : C! 向 量 场 的 正则 奇 点 必 为 孤立 奇 点 ， 

以 土 结论 特别 可 用 于 ” 维 自 治 微分 系统 


dr 、 
Hr = Fz), (4.3.15) 


其 中 下 :CR rR" 是! 映射 . 若 zo EE ,F(zo) = 0,detf (zw) 着 ( 你 记 
得 F(xo) 就 是 到 在 ro 的 Jacobi 定 阵 》, 则 To 是 式 (4.3.15) 的 孤立 奇 点 . 


$4.4 紧 算 子 


在 $$3.3 中 我 们 看 到 , 紧 线 性 算 子 具 有 一 系列 良好 的 性 质 ,在 许多 方面 颇 接 近 
寺 有 有 限 维 空间 上 的 线性 算 耶 .一 个 自然 的 同 题 是 ,能 香 在 非 线性 算 子 中 界定 一 类 非 
线性 紧 算 子 , 使 之 基 有 较 好 的 性 质 ,例如 可 与 有 限 维 空间 上 的 连续 映射 相 比 拟 ? 在 
本 节 中 你 将 看 到 ,对 上 述 问题 有 一 -个 令 信 满 音 的 回答 . 

4.4.1 紧 算 子 及 其 性 质 


以 下 定义 是 定义 3.3.1 的 一 个 直接 推广 . 
定义 4.4.1 设 F:DC XY 是 一 连续 蜗 射 . 若 对 任 一 有 办 序列 jz | 己 
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忆 , | Fr 上 | 人 恒 有 收敛 子 列 , 则 称 上 上 为 紧 算 子 或 紧 屿 射 呈 . 

除了 预 设 下 连续 日 涉 必 上 D = 久之 外 ,上 述 定义 无 非 是 定义 3,3.1 的 翻版 , 因 
此 毫 不 足 怪 , 紧 算 子 将 有 某 些 类 似 于 紧 线 件 算 子 的 性 质 . 首先 可 以 指出 ,如 同 线性 
算 子 一 样 ,连续 映射 :DC 性 XX 一 YY 为 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 ; 下 将 每 个 有 界 集 B 
中 也 上 映 成 Y 中 的 相对 紧 集 ;车 口 本 身 有 界 , 则 玉 E C(D,Y) 是 紧 算 子 SFD 是 相 
对 暴 集 .由 此 容易 说 明 , 对 于 FE COD,Y), 当 dimY < %% 时 , 玉 是 紧 算 子 洁 下 映 
有 界 集 为 有 界 集 ; 当 dimX < oo HD 为 团 集 时 , FE C(D,Y) 必 为 紧 算 子 .可 见 ， 
具有 在 无 限 维 空间 中 , 紧 算 子 概念 才 有 实质 意义 ， 

例 3,3.4 指出 了 某 些 常 用 的 线性 积分 算 子 是 紧 算 子 . 现在 指出 ,类 似 地 构成 的 
韭 线 性 积分 算 子 亦 是 紧 算 子 .这 一 捉 实 对 于 紧 算 子 的 应 用 意义 颇 大 . 

例 4.4.2 设 J=[a,bj(a <<6) ,FE COU XxJxR,R). 利用 函数 了 可 定义 
两 个 形式 上 相近 的 积分 算 子 , 分 述 如 下 . 

(iD 首先 考虑 积分 算 子 


Fu lx) = | fC,y uly))dy (a € C0). (4.4.1) 
由 了 的 连续 性 直接 推出 ,Yu € C0), 有 Fu € CD) 今 指 明 F:C(1) -> C0) 
为 紧 算 子 .首先 说 明 FF 连续 .证 [uf CC CO 二 an 一 0), 今 要 证 Eee， 


六 Fu. 令 B= sup | ws | 因 和 在 JxJx[- 有 ,8 上 一 致 连续 ,Ye > 0, 可 取 
5 > 0, 合 对 x,z ,yy EE,z,z EE [- 8,8] 有 


maxl| x -zx l,ly—y |,lz-z ||<H 
|r yz) -fr yx) |< ee. {4.4.2) 
取 N >0, 合 当 n 宇 N 时 jw。 -ls < 8. 于 是 当 %n 守 N,z EJ 时 有 


| Fu (x) — Fulx) <| fs -Fa dy 


ep -a). 


可 见 Fu, FFu(n + ce)， 因此 下 连续. 


其 次 证 下 满足 紧 性 条 和 件 . 任 给 有 界 集 B 己 C(J) , 今 要 证 FB 有 界 且 等 麻 连 
续 , 从 而 相对 紧 ( 参 看 定理 1.4.6). 令 8= sup ll w lo, 


员 从 与 定义 3.3.1 对 照 来 看 ,这 一 术语 是 很 自然 的 .不 过 ,文献 中 用 语 颇 不 一 致 ， 一 些 作 者 
将 这 里 所 说 的 紧 算 于 称 为 全 连续 算 子 , 仅 当 FD 紧 时 称 F 为 紧 算 子 . 
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M = supll FryszylxryyE 了 1z1s 有 . (4.4.3) 
YE 有 


| Eee ls <sup| Fri) dy Mb — 4), 


可 网 FB 有 界 . 设 ,8 如 式 (4.4.2), 则 当 zr EJ,1x-x SS 时 ,对 任何 
志和 了 旦 有 


Fal) = Fulz) IE eye) - Fas yaly)) 1 dy 


Ee(ph—a), 
可 见 FB 等 度 连续 .这 就 验证 了 下 为 紧 算 子 . 
(i) 现在 考虑 稍 不 同 于 式 (4.4.1) 的 积分 算 子 
Fulz) = | fxsyuly)dy (x EJu€E CD) (4.4.4) 


同样 可 以 验证 王 ; CC -> C0) 为 紧 算 子 , 证 明太 体 上 类 似 于 (i) ,只 是 对 FB(B 
这 C(t) 有 界 } 等 度 连 续 的 验证 略 有 差别 : 设 8, M ,se ,6 如 式 (4.4.2), 式 (4.4.3) 且 
< s, 则 当 rz ETJOSTr 一 工 所 人 时 ,对 尾 给 ze EB 有 


| Futx) — Futx’) <| {Fry aty)) oo Flr ,sy u(y)) | dy 


+ 『 Ef yaty)) i dy 


ethp—- a)t+dM< el -at+ M), 

这 表明 FB 等 度 连 续 . 

以 下 结果 建立 了 紧 算 子 与 紧 线 性 算 子 之 癌 的 联系 ， 

命题 4.4.3 设 下 ;中 CC 久 一 YY 是 一 个 紧 算 子 ,工大 DD 的 内 点 ,下 在 x 可 
微 , 则 FCz) ECLIX,Y)， 

证 令 了 = F(z), 具 需 证 THC0) 全 有 界 ( 用 定理 1.4.3, 注 意 本 章 假定 了 
定 备 ). Ye 之 0, 取 >>0, 使 当 有 EE ,| 之 8 时 

FC(r+pa)- Fe Th Selpall < es, 
因 亨 
TBi(0) CC FB; (rr) — Fr + Bs(0). (4.4.5) 


因 FB;(x) 相对 紧 , 故 有 有 限 集 1y | CY, 使 得 
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FB,(x) CUBo ty,). (4.4.6) 
于 是 
TB1(0) =6 "TB (0) Co [FB (rE) - Fr + Ba(0)] (用 式 (4.4.5)) 
CS [UP + Bs(0)— Fr] (用 式 (4.4.6)) 


CUBals) (ae -Fr)), 

可 见 TB1(0) 全 有 界 , 如 所 要 证 . 口 

本 节 引 言 中 曾 预期 紧 算 子 接近 于 有 限 维 空间 中 的 连续 映射 ， 以 下 定理 为 证 实 
这 一 点 走出 了 第 一 步 . 

定理 4.4.4( 遥 近 定 理 ) 设 F:DCX.Y 是 紧 算 子 ， 局 有 界 . 则 Ye > 0， 
存在 GE C(D,Y), 使 得 上 Gr-Fr| <e(Yre 品 ), 日 GD 含 于 Y 的 某 个 有 
限 维 子 空间 ， 

证 取 定 se >0, 因 了 ID) 全 有 界 , 故 有 有 限 集 1 这 YY, 使 得 

FD CUB.(y,). 
不 芒 设 fy| CC FD (何故 ?). 下 面 将 Gz 定义 为 y 的 一 个 凸 组 合 ， 
Gz = Dgt{r)y, (7 €D), 
其 中 
q(x} = pr op (lr), p(xr)= d(Fr, YB,(y,)). 
显然 p(") 在 DD 上 连续 (参考 第 一 意 习 是 1), 当 Fr < B(y) 时 p(xz) > 0. 由 
FD CHB(y) 扒 出 > p(x) > 0(Yx € Dp), 因此 g.(:) 亦 在 DD 上 连续 , 且 
2 q(x) = 1(Yx ED), 注意 到 
g(x) 0 pr) A0= Fr Ee B. (xy,), 

故 对 任 给 zED 有 


lGz- tr = | wz) - ex) 
< ez Fl 


所: sgi(z) = &€, 
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直接 看 出 GD C span|y|1 和 A Z,Z 蚌 Y 的 有 限 维 子 空间 . 
$4.4.2 不 动 点 定理 


关于 紧 算 子 的 最 有 意义 的 结果 是 不 动 点 定理 .这 一 类 的 结果 很 多 ,其 中 最 著名 
的 是 以 下 定理 . 

定理 4.4,5 (Schauder 不 动 点 定理 } ” 设 吕 CX 是 非 空 有 界 闭 同 集 ,下 : 呈 
也 是 紧 算 子 , 则 下 在 刀 上 上 有 不 动 点 . 

车 dimX < 2,D 如 定理 4.4.5, 则 下 COD,DD) 必 为 紧 算 子 , 于 是 从 定理 
4.4.5 得 到 : 

推论 4.4.6 ” 设 品 己 久 是非 宅 有 界 团 凸 集 , dimX < ,FE CX(D,D), 则 
F 在 了 上 有 不 动 点 ， 

特别 , 取 关 = R",D = B,(0), 从 推论 4.4.6 得 到 著名 的 Brouwer 不 动 点 定 
理 . 

定理 4.4.7 (Brouwer 不 动 点 定理 } 设 上 D= BCR ,FE C(OD,D), NM 
下 在 D 上 有 不 动 点 . 

对 照 定理 4.4.5 与 推论 4.4.6 看 出 ,当空 间 导 从 有 限 维 过 渡 到 无 限 维 时 ,对 
FE 的 要 求 从 仅仅 连续 过 滤 到 为 紧 算 子 . 由 此 可 见 , 至 少 从 不 动 所 性 质 来 看 , 紧 算 子 
起 有 限 维 空间 中 的 连续 算 子 的 作用 . 

应 当 说 ,不 动 点 定理 4.4.5 的 表述 是 高 度 简 洁 清 晰 的 . 与 此 形成 鲜明 对 照 的 
芷 ,其 证 明 却 颇 为 复杂 ,以 至 不 宜 列 人 本 书 的 任务 .不 过 , 如 果 你 感 兴趣 的 话 , 还 是 
可 从 如 下 的 简略 匈 画 中 获得 某 些 初步 印象 . 

证 明 思 路 ”前面 已 经 指出 ,定理 4.4.5 -推论 4.4.6 二 定理 4.4.7; 而 实际 证 
明 过 程 则 恰好 将 这 一 顺序 倒 过 来 , 即 首先 直接 证 明定 理 4.4.7, 然 后 由 其 推出 推论 
4.4.6, 进 而 推出 定理 4.4.5. 

(i) Brouwer 不 动 点 定理 的 证 法 是 多 种 多 样 的 ,但 本 质 上 都 基于 一 定 的 托 扑 概 
念 ,因而 远 不 是 平凡 的 .此 处 我 们 认可 Brouwer 定理 的 结论 ,并 将 它 当 作 进 一 步 推 
理 的 出 发 点 . 

(i) 由 定理 4.4.7 推出 推论 4.4.6 的 关键 在 于 利用 如 下 事实 ; 

(已 设 dmX < %,D 性 X 是非 空 有 界 闭 同 集 , 则 存在 < dimX, 使 得 品 同 
证 (参看 定义 1.7.6) 于 R" 中 的 闭 单位 球 . 

现在 设 口 ,F 和 如 推论 4.4.6, 取 同 且 G : 一 BB,(0) CR', 则 


GFC- : Bi(0) —» B,(0) 


是 - -连续 映射 .由 定理 4.4.7, 存 在 syE B1(0), 使 得 GFC"!y = y. 令 = GTiy, 
出 
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Fr= GGFG y= Gy=zxE€D, 
可 凡是 正在 上 的 不 动 点 . 
虽然 利用 命 古 (fP) 轻 而 易 举 地 从 定理 4.4.7 推出 了 推论 4.4.6, 但 命题 4P) 的 
证 明 却 远 不 简单 , 它 依赖 王 某 些 精 细 的 构造 ,不 是 这 个 简短 概括 所 能 介绍 的 . 
(ii) 其 推论 4.4.6 推出 定理 4.4.5. 设 万 ,下 如 定理 4.4.5. Yn EN, 由 定理 
4.4.4, 有 下, E COP,X) ,使 得 


Fr- rr <lin; (rED) (4.4.7) 


PDCD, A | gy : gq; 0,>) 4 二 1|， 


其 中 1y,1 CED 是 一 有 限 集 . 手 是 万 .是 Y 的 某 个 有 限 维 子 空间 的 有 界 闭 凸 子 集 ， 
由 13y| 入 FD CD 扩 D 为 同 集 推出 D, 己 D, 因 此 FD,CFRDCD,. 对 FF : 
吃 .一 DD, 应 用 推论 4.4.6 得 出 x = x, 和 DIV NN). 由 下 的 紧 性 ,不 妨 设 
Fr x(n—m 00). 由 


Tx, -zx Fr Frll + | Fr,—zl 
<lin+ | Fr,—xz|l (用 式 (4.4.7)) 
推出 .x, 一 .xr € Dln 一 ,注意 了 为 闭 集 ). 于 是 
x = limFx, = Filime, )— Fx, 
可 见 z 是 下 在 上 的 不 动 点 . 口 
$4.4.3 某 些 应 用 


如 局 压缩 映射 原理 一 样 ,Schauder 不 动 点 定理 亦 是 研究 方程 问题 的 重要 工具 ， 
与 压缩 映射 原理 比较 ,Schauder 不 动 点 定理 有 一 些 明显 的 优点 ,最 主要 的 是 它 排除 
了 对 映射 的 压缩 性 要 求 , 这 就 实质 性 地 扩大 了 应 用 范围 ,特别 是 能 应 用 到 那些 不 能 
确立 惟一 性 的 方程 问题 . 当然 ,为 获得 这 一 优势 而 付出 的 代价 也 不 可 低 合 ;Schaud- 
er 不 动 点 定理 本 身 不 包含 任何 得 出 不 动 点 的 构造 程序 ,因而 它 除 了 用 和 宇 纯 在 在 性 
论证 之 外 ,并 无 数值 计算 的 功能 .此 外 ,对 于 喘 射 的 紧 性 及 集 万 的 凸 性 要 求 ,都 是 
较 强 的 限制 .不 过 ,在 Schauder 不 动 点 定理 的 进一步 推广 中 ,这 些 限制 是 可 以 放宽 
的 . 


Schauder 不 动 点 定理 的 应 用 范围 广泛 ,大 多 涉 及 较 深 入 的 专门 知识 与 繁琐 的 
技术 性 推演 , 送 于 用 作 导 引 性 解释 的 简单 例子 并 不 元 .下 面 的 几 个 例子 无 疑 是 比较 
平凡 的 ,不 过 也 能 说 明 一 定 的 问题 . 

例 4.4.8 ”仍然 考虑 例 4.2.4 中 讨论 过 的 初 值 问题 
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CE) yla) = xo € X, (4.4.8) 


不 过 ,现在 设 dmX < c (例如 和 = RR" ). 仍 设 fE C(O xX,X),J] = [a,s l(a 
之 5); 但 不 假定 上 满 直 任何 Lipschitz 条 件 . 则 存在 有 E (a ,5b], 使 得 问题 (4.4.8) 
式 在 区 间 [ae ,8] 上 有 解 . . 

证 ” 太 体 上 仍 循 例 4.2.4 中 已 程序 化 的 步 怠 考虑 , 令 YY = CC[e,8],X)， 
BE (ae:8] 是 待定 的 ;在 了 中 使 用 范 数 


| yl = SP ,| ft {vy€ YY). 
将 问题 (4.4.8) 转 化 为 不 动 点 方程 y = Fy, 此 处 
Fy(2) = zo+ [fCy(s)ds (ye Y). (4.4.9) 


如 同 例 4.4.2, 可 证 明正 :了 一 立 为 紧 算 子 呈 .余下 只 要 选择 有 界 闭 凸 集 九 C 下 ， 
使 得 可 验证 FD CD. 最 简单 的 选择 是 取 DD 为 闭 球 
D= Br)= lyE YY: |y-2zol OE, 
此 处 p 是 任意 取 定 的 正 数 , xo 看 作 恒 等 于 xn 的 函数 , 令 
M = sup | ftir :ES,r EX,Nr-zl Sp). 


由 上 的 连续 性 推出 M < oo (注意 dimX< ce). VyEDD, 有 


ps ys))ds 


(用 式 (4.4.9)) 


| Fy~ ro | = SUP 
[| 


< fC,y(s) Nas < MB a). 


可 见 , 只 要 a < Bmini8 ,a + pl, 就 可 保证 Fy 一 x 中 plYyED),mp 
FD CPD. 因 DD 显然 是 有 界 闭 同 集 , 故 对 下 应 用 定理 4.4.5 即 得 所 要 证 . 口 

与 例 4.2.4 不 同 , 例 4.4.8 既 未 得 出 解 的 惟一 性 ,也 未 确立 在 整个 区 间 了 上 解 
的 存在 性 .实际 上 ,排除 Lipschitz 条 件 ( 式 (4.2.14)) 之 后 ,以 上 两 点 都 未 攻 成 立 ， 
这 可 用 浅显 的 例子 来 说 明 . 例 如 , 初 值 间 题 


y =Yy, y(0)=0 
在 区 间 50,se) 上 有 两 个 解 : y 二 0 与 y = zx?/4; 初 值 问题 


作证 明 上 的 肾 性 时 , 需 对 连续 函数 宝 间 C([a ,8 ,时 ) 应 用 Arzula-Asooli 定理 ,该 定理 (定理 
1.4.6) 昌 然 是 对 空间 C(J) 表述 的 ,但 容易 说 明 它 亦 适 用 于 CE,X)(dimX < co) 
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y=1+Y¥, y(0)}= 0 


的 解 y = tan zt 定 久 于 [10,xi2) 上 ,而 不 能 定义 于 [0,rf21 上 . 
例 4.4.9(2 阶 边 值 问题 ) 考虑 以 下 边 值 问题 : 


{oY = fli, rtt) ,z(t ET = [0.1])， 
xt0) = z(t1) = 0， 


其 中 了 E CC x R ,RR). 在 微分 旋 程 论 中 证 明了 :; x € C1(]) 是 问题 (4.4.10) 的 
解 当 十 仅 当 它 满足 积分 方程 


(4.4.10) 


x(t) = | Gl) fs,r(5) ,2 (sqs, (4.4.11) 


其 中 

s(1—71)， 0 所 :过 
1 (4.4.12} 
fr- cs 


于 是 将 问题 (4.4.10) 的 可 解 性 归结 为 不 动 点 方程 x = Fx 的 可 解 性 ,此 处 Fz(z) 
记 式 (4.4.11) 之 右 端 . 下 是 定义 于 空间 X = C1(J) 上 的 算 子 , 在 C1(7) 中 采用 范 
数 ( 依 式 (1.2.6)) 


| zl = rmaxl | zo, Nx’ ot. 


取 害 工 EE X, 令 yy) = f(r) ,zr (i)), 则 y € C(O), 


Fx(lt) = [Me — sj)yts)ds 一 | (1 — sj)y(s)dss 
(Fr)y (ze) = 上 yd -a — s)yls)ds 


=- | G5)y(s)ds. (4.4.13) 
由 此 可 见 Fr € 关 , 因 而 下 :多 -> 多. 苦 irl CX,r, rr Sr, 则 一 个 平 
凡 的 论证 可 说明 
Fr, EFr, (Fr,) {Fr). 
这 表明 下 连续 , 设 ACRNX 有 界 , 令 B= Sup x. 今 证 BA FA 在 X 中 相对 紧 . 
为 此 , 且 要 证 与 B” A {x :x &€ B| 在 C(J) 中 有 异 且 等 度 连续 . 今 
M= supll fliyr sy)} :1 ET ry €E[- 8,8]. (4.4.14) 
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¥YxEA, 有 


| GG) fs), z's))ds 


| Fx | 。 =sup 


<sup| Ges)ds .M = ; 《用 式 (4.4.12)) {4.4.15) 
了 后 0 


站， 
2， 


| CFx)’ | < sup| 1G{tt,s) lds*:M = {用 式 (4.4.13)) 
二 LE 


(4.4.16) 
| Fr(2) — Fr(r) 1 二 M[ | G(#,8) — G(r,s) | dr; 


| (Fz}y it 一 【Err SMILE 一 |， 


(tr E 站 .以 上 不 等 式 表明 日 与 B 有 界 日 等 度 连 续 , 故 下 为 紧 算 子 . 
余下 的 问题 是 确定 有 界 闭 凸 集 六 和 XX, 使 得 FD CD. 例 4.4.8 的 经 验 使 我 
科 夭 向 于 选择 DD 为 闭 球 : 
D= IxE€EX: zi 和 8, | x ,所 B|， (4,.4.17) 
其 中 是 待定 正 数 . 若 MM 依 (14) (但 (14) 中 的 8 依 此 处 的 意 多) , 则 由 式 (4,4.15)， 
式 (4.4.16) 看 出 , 费 FD 守 D, 必须 M 之 28. 如 果 没 有 关于 了 的 附加 假设 ,此 条 件 
未 必 能 满足 .现在 设 三 是 线性 增长 的 , 即 
| FE IE EC FI rit+ly|) trE JriyER)，(4.4.18) 
则 出 式 (4.4.14) 有 MM 过 有 (1 +28). 于 是 不 等 式 M 所 28 上 四 
k(l t+28) < 28 


推出 . 若 0< < 1, 则 只 要 取 有 2R2(1- 下 ) ,然后 定义 万 如 式 (4.4.17) ,就 可 保 
证 FD CD. 因此 , 当 条 件 (4.4.18) 满 足 且 0 < 之 < | 时 ,问题 (4.4.10) 有 解 . 

例 4.4.10( 周 期 轨道 ) 设 吕 记 R",FE CD,D), 则 下 在 DD 上 定义 一 离散 
动力 系统 . Yzro E 中, 由 


日 


(参照 式 (4.2.9)) 定 义 的 序列 | xz，: 上 尘 0| 称 为 系统 内 点 ze 发 出 的 轨道 . 若 存在 
2 之 1, 使 得 Frzxo = zx, 则 称 ro 为 下 的 以 p 为 周期 的 周期 点 , 称 从 r 发 出 的 轨 
道 为 周期 轨道 , 它 至 多 由 p 个 点 ( zo ,Fro,… ,FY-1z6o ) 组 成 .显然 p 守 1 是 上 的 
一 个 周期 相当 于 FY 有 不 动 点 ,因此 ,周期 轨道 的 存在 性 就 转化 成 了 一 个 不 动 点 问 
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题 . 而 虫 定 理 4.4.6, 要 验证 户 衬 1 是 下 的 周期 ,只 需求 得 非 空 有 界 拷 凸 集 总 忆 厂 ， 
使 得 YB 所 总 . 这 件 事 可 能 并 不 简单 ,但 通常 比 直接 寻求 周期 点 要 容易 些 . 


84.5 上 则 沙 数 


在 非 线 性 函数 中 , 凸 函 数 占有 特别 重要 的 地 位 .出 函数 既 有 较 好 的 性 质 (与 非 
凸 函 数 比较 ) ,又 有 较 大 的 适用 性 (与 线性 函数 比较 ) ,因而 在 现代 数学 及 其 应 用 中 
被 上 证 使 用 .近年 来 , 凸 分 析 太 与 之 关联 的 最 优化 理论 的 深入 发 展 与 广泛 应 用 ,大 
大 激发 了 对 凸 函 数 的 研究 兴趣 . 在 力图 将 证 函 分 析 的 标准 内 容 与 适当 的 应 用 领域 
联系 起 来 的 本 书 中 ,点 函数 自然 占有 一 席 之 地 ， 


§4.5.1 凸 函 数 及 其 性 质 


以 下 设 口 性 XX 是 给 定 的 非 空山 集 . 
定义 4.5.1 设 f:D 一 RR. 车 Yrx,y ED,i: (0,1),f 漠 足 不 等 式 
A tx 十 iy) tftr)+ tf (Cy) (4.5.1) 


(此 处 及 以 下 都 约定 六 = 1 一), 则 称 了 为 驯 画 数 ; 若 当 之 关 y 时 式 (4.5.1) 为 严 
格 不 等 式 , 则 称 7 为 严格 凸 函 数 , 当 - /是 凸 (或 严格 凸 ) 男 数 时 , 称 上 为 凹 (或 严格 
止 ) 函 数 ， 

用 归纳 法 ,可 将 条 件 (1) 推 广 为 一 般 的 Jensen 不 等 式 


FD sr) (4.5.2) 


其 中 》) tox, 是 口中 点 的 任 一 凸 组 合 ( 和 参考 $2.4.5). 注 意 到 凸 组 合 诛 不 过 是 一 种 
加 权 平 均 , 因 而 不 等 式 (4.5.2) 可 解释 为 :了 在 
个 别 点 的 值 的 加 权 平 均 比 在 混合 人 情况 > tx， 
下 更 上 其 优势 ;四 函数 则 恰好 相反 . 凡 对 状态 的 多 
样 性 表现 出 一 定 倾向 的 领域 ,例如 生态 与 经 济 
问题 , 常 不 免 要 用 到 凸 ! 或 凹 ) 函 数 . 
凸 机 数 有 明显 的 几何 解释 . 令 
epif = I(xz,r)EDXR: Ar) sr 
(4.5.3) 
称 它 为 了 的 上 图 ( 兄 图 4-1). 容易 验证 ; 洲 是 上 函数 全 epif 是 X xR 中 的 凸 集 . 顺 
便 指 出 epif 的 另 一 个 性 质 :车 局 是 闭 集 , 则 epif 是 XxR 中 的 闭 集 亿 六 下 半 连 续 ， 
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I > rf(r) limf(z) {lzx,| CD). (4.5.4) 
事实 上 ,车 epif 是 周 集 , x1 二 Dz 一 工 , 则 由 (x, f(x,)) EE epif 推出 
(x ,lim/(r))E epif, 
从 而 Frfzr) 扫 lmFfz,). 反之 , 若 条 件 (4.5.4) 满 足 , x, | CD f(r) 起 rs(r,， 
上 (zy 站 , 即 z xyr -ra co), 则 由 条 件 (4.5.4) 有 
f(x) < lim/(zx,) Elimr, = 7, 
这 表明 (z,r) € epif, 因此 epif 是 闭 集 ， 


出 靖 数 与 凸 集 的 男 一 关系 是 :车 f 是 西 函 数 , 则 对 任 给 rr ER, 集 1f 运 ri 是 
凸 集 : WY,y E17ri ,Yt (0,1), 有 


flirtiy) (rt iy) R(t + ir= 7, 

从 而 1+ 雹 所 1 和 r|. 类 介 地 , 当 上 了 为止 函 数 时 j7 < 站 亦 为 凸 集 , 以 上 结论 
为 构成 凸 集 提 供 了 一 个 一 般 方法 .容易 注意 到 ,这 恰好 与 用 连续 晒 数 的 性 质 构 作 开 
集 或 闭 集 类 比 (和 参看 定理 1.3.6(ii)) ,不 过 应 注意 , 1 所 rt 恒 为 凸 集 并 不 是 了 为 
忠清 数 的 充分 条 件 . 

现 在 看 一 些 西 消 数 的 例子 . 

例 4.5.2  (D) 设 A CCX 是非 空 串 集 , f(x) = d(z,A). 任 给 :1 € (0,1)， 
ZY 下,a,bE A, 有 

fltrtiy) 人 Etrtiy- (rat+w)l 
st rr-all tzl|y-65l. 

国定 zy 全 2 在 4 中 变动 ,使 1z-al 一 FAz) ly- 吉 | > f(y), 即 
得 不 等 式 (4.5.1). 因 此 ,三 : X 一 及 是 凸 本 数 .由 此 又 推出 ，Yr > 0, 集 


{rEX: dr A ri lire XX: dr,A)Cr| 


分 别 为 开 凸 集 与 闭 四 集 . 你 大 概 还 记得 ,我 们 在 分 离 定理 (定理 2.4.14) 的 证 明 中 
曾 用 过 这 些 凸 集 . 

特别 取 4 = [xo), 得 出 fx) = xz -ro 是 四 尊 数 ， 

(证 屋 五 是 Hilbert 空间 , A 是 上 前 正 自 伴 算 子 (参看 定义 3.4.3 与 定义 
3.4.7), 则 二 次 证 函 f(x) = 《Ar ,7) 蚌 丁 明 数 ; YrE (0,1),r,y 五 ,有 


ftrtty) = f(r) tH Ar,y) +t tt (Ay,r) + 1 f(y) 
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f(r) 十 tf(y), 


后 一 不 等 导 依 据 不 等 式 
(Ary + Ay, 7) FTzc+Fy)， 


而 上 式 由 不 等 式 44(z y) ,x 一 yy) 实 0 推 出 . 

以 上 缩 论 可 看 作 如 下 事实 的 推广 , 设 a 产 0, 则 二 次 耳 数 ax*(x EE 及 ) 是 由 也 
数 . 

关于 是 疯 数 的 运算 ,容易 验证 如 下 简单 结 沦 :是 函数 的 非 负 系数 线性 组 合 为 凸 
函数 ; 若 了 为 凸 疯 数 ,，g 是 实 区 间 上 的 单 油 增 南星 数 , 则 g(tz)) 是 凸 函数 ; 苦 
后) 是 非 负 凸 冰 数 , 则 ( 产 (z) 是 出 是 数 ;特别 ， FC) 下 xz 和 ?是 凸 隙 数 . 

更 深入 一 点 的 性 质 是 连续 性 与 可 微 性 , 基本 的 结论 是 : 凸 函 数 远 比 其 他 函数 更 
容易 成 为 巡 续 函数 与 可 微 孙 数 .你 不 妨 想像 .下 .一 条 山 的 曲线 容易 出 现 间断 与 不 
光 沸 区 ? 

定理 4.5,3 设 吕 CCX 是 是 开 集 , 了 :DD 一 RR 是 同 函 数 . 则 了 在 D 内 连续 
和 了 在 局 内 某 点 re 邻近 有 上 界 ; 若 dimX < oo , 则 了 必 连 续 . 

证 设 xo€ D,f 在 某 个 球 B.{zxo) 内 有 上 界 B8. 今 8 = ri2, 设 rE 
Btrojsp= Er-zroll>0,RMWMWAxr+t pdr — xo) EB,(zro), 


An) = 名 5 时 ]< 人 入 全 ,JH 式 (4.5.) 


ft) - Pa) < OS) fo) 


p+ 


< 


一 | ， 
类 似 地 ,由 yA ro + p18(ro 一 工 ) (xo) 推出 
f(z0) - f(x) = /et + +)- f(z) < ef) = 二 下 2] 


囊 i[ Fy) 一 ro)] 十 je fr} 
p+ : 7 


由 此 解 出 


fxo) fr) ELLF YY) — rzo)] 


Eh | 。 


< 
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为 证 了 在 D 内 连续 ,只 需 指 明 : Yz € DD,f 在.r 邻近 有 上 界 . 取 年 r ED， 


上 > 1 使 z A wro+k(z 一 xo) ED, 则 当 y 邻 近 z 时 学 二 庆 邻 近 zo, 于 是 


Fy) =f(2 | 一 一 | 


H(z) + 和 (得 让) (用 式 (4.5.D) 


kl 


1 
EI) 十 pa, 


下 
可 兄 了 在 x 邻近 有 上 界 . 

若 dimX = n < %, 则 可 在 口内 取出 x,(0 祈 7 壕 n), 使 得 |x, -zxo:1i 
到 中 线性 无 关 , 从 而 以 xi(0 记 7 各 二 ) 为 顶点 的 多 面体 中 售 内 点 五. 用 jensen 不 
等 式 (4.5.2) 显 然 推 出 了 在 4 内 有 上 界 , 从 而 在 x 邻近 有 上 界 , 于 是 用 前 舱 已 证 结 
论 得 出 了 连续 . 国 

有 限 维 空间 中 旋 开 集 上 的 凸 冰 数 必 连 续 , 这 无 三 是 一 个 极 有 意义 的 结论 .但 你 
在 使 用 这 一 结论 时 不 可 越 出 其 适用 范围 .首先 ,在 有 限 维 空间 中 , 非 开 集 上 的 凸 函 
数 未 必 连 续 ( 当 然 间 断 只 能 出 现在 边界 上 ) ,用 如 下 函数 


0， 0 之 1， 
7 = 


， 工 二 1 


即 可 说 明 这 一 点 .也 不 要 指望 无 限 维 空间 上 的 凸 表 数 一 定 连续 ,用 无 界线 性 泛 函 即 
可 说 明 这 一 点 ,线性 泛 函 显然 是 凸 函 数 (同时 也 是 目 函 数 )， 

定理 4.5.4 设 f 广 DD 一 RR 是 山 油 数 ,，x+E€D， 

(让 任 给 EX, 车 x + 及 € DD, 则 单 侧 方向 导数 站 f(x, 有 hh) {参看 
定义 4.1.8) 必 存在 , 且 


D flxsh) ED, fr hE Ar,h), (4.5.5) 


其 中 Af(zr,h) = f(x + 及 ) - A(x) 《下 文中 保持 此 约定 }. 

(0 若 dimX < %,zx ED",G 导数 DFA(x) 在 在 , 则 产 (x) = DF(x). 因此 ， 
对 于 有 限 维 空间 中 的 凸 函 数 ，G 可 微 与 下 可 微 一 致 , 且 梯 度 六 f(z) = (x) = 
DFA(x) 有 确定 的 意义 . 


DH zri(0 2 为 顶点 的 多 面体 定义 为 点 组 {xz,| 的 凸 组 全 之 全 体 . 
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证 ( 取 定 hE XX, 令 gg(7) = 人 Ar 十 )， 则 of1) = AfCr,h); 当 
gf0 ) 存在 时 D. f(x,h) = gpg(07), 而 不 等 式 (4.5.5) 则 相当 于 ?0 )& (0') 
(1). 内 此 ,只 要 证 pg(#) 在 1 < 0 时 单调 减 ,人 在: > 0 时 单调 增 ,日 ;之 0 之 zt 
这 9(5) 志 pl1). 这 三 者 的 证 时 都 基于 不 等 式 (4.5.1) ,不 妨 只 证 g(1) 在 1 >0 时 
单调 增 , 设 0 过 :< 之 ;, 则 


flr+ th) =f((1 Lett + wy)) 


所 (1 于 fr) + 二 /Cr+ 区)， (用 式 (4.5.D) 


这 推出 gt) 委 p(s). 

(ii) 不妨 设 X = R" ,|e | 是 其 标准 基 . 令 gy( 有 hh) = AFCr,h) -DAA, Ng 
是 白 图 数 ; 由 式 (4.5.5) 推 出 5(a) 闫 0; 由 G 导数 的 定义 4.1.8 推出 8( 纳 ) 二 
ol1)(t 一 全， 于 是 


gh) =8 (Phe) 7 Dgnhie) (用 式 (4.5.2)) 


_ Bnhie, ) 
=- cE 
了 1 了 52 
所 | 请 | [ee | = ol(| A 1), 
这 表明 F(zr)Aa = Dy(z)n, 即 六 (x) = Drir). 口 


更 深入 的 分 析 可 以 指明 :有 限 维 空间 上 的 凸 隙 数 必 几乎 处 处 可 微 ,从 无 界线 性 
沦 聘 的 例子 看 出 ,无 限 维 空间 上 的 凸 函数 可 以 处 处 不 可 籁 . 由 此 可 见 , 对 于 西 函 数 
的 连续 性 与 可 微 性 ,有 限 维 空间 与 无 限 维 空间 的 差别 其 大 . 

$4.5.2 次 微分 

即使 在 有 限 维 空 间 上 ,三 函数 也 未 必 处 处 可 微 ,函数 flr) =| rr|( 它 在 x = 
0 不 罩 微 ) 提 供 了 最 简单 的 例证 .对 于 那些 需 用 导数 表述 条 件 的 问题 (如 极 值 问 
题 ) ,即使 个 别 点 不 可 微 , 亦 会 带 来 很 大 的 不 便 . 在 这 种 情况 下 ,入 们 用 菜 种 广义 的 
微分 来 代替 导数 ,次 微分 正 是 这 样 一 种 广 广 微分 . 

定 必 4.5.5 设 f: D>R,rED, 令 

oFf(xr)= [uy€E XxX’ :uh) EACr A Yh eX)| (4.5.6) 

(当世 号 时 约定 f(z) = co， 下 面 概 如 此 ). 若 3F(z) 关 好， 则 说 了 在 zx 次 可 徽 ， 
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称 3F(x) 为 了 在 x 的 次 微分 , 称 任何 E 3f(z) 为 了 在 zr 的 次 梯度 . 
注意 定义 4.5.5 中 并 未 假定 /为 唔 湛 数 .不 过 , 若 了 在 刀 二 处 处 次 本 徽 , 刚 可 
推出 了 为 钙 商 数 .因此 可 以 说 ,次 微分 概念 实际 上 是 专 为 凸 函 数 而 设 的 . 
座 短 分 有 很 直观 的 儿 何 解释. 设 wE97f(x0), 令 v= {一 1) EX*xR= 
(X x 及)” 吕 , 则 不 等 式 
u(x — zo fr) -flro) {Yr ED) (4.5.7) 
相当 于 
vr fr vo fro Ac (YEDD)， (4.5.8) 


不 等 式 (4.5.8) 意 味 着 , 侍 空 间 X 半 XRR 中 ,下 的 
图 形 GC 有 7) = zr, f(z)) ;x 人 DD1 完 全 位 于 
超 平面 v(x ,y) = ec 的 一 机 ;或 者 说 ,起 平面 
of 王 c 在 点 (ros fro)) 支承 起 GAN, 
当然 也 支承 起 上 几 epi (参看 图 42). 因 /在 
zo 的 次 梯度 未 必 是 惟一 的 , 故 上 述 的 专 承 超 平 
面 也 未 必 是 惟一 的 . 这 与 了 在 其 可 微 点 有 惟一 
切 平面 形成 对 照 . 

现在 看 两 个 具体 例子 . 图 4-2 

例 4.5.6 (站 设 太 :R 一 R 是 止 师 数 . 由 定理 4.5.3, 广 处 处 连续 ; 由 定理 
4.5.4, 三 : (rz) 处 处 存在 , 且 广 (z 委 (zz). 取 定 xER YuER(=R’), 
由 式 (4.5.6) 有 


u Er AAA,h) (Yh €R), 


(Yh >0) 


故 得 
Orzrl = [fF. (rf, (zr)] CGR. (4.5.9) 
因此 , (x) 存在 会 广 (xz) = 六, (x) 售 3/(z) 只 售 一 点 , 即 产 (z) 


中 对 任何 赋 范 空间 多,Y ,用 $2.3 中 的 方法 容易 建立 以 下 一 般 结论 ; (Xx Y)" 二 =" x 
YY , 这 意味 着 ze (下 x Y)* 有 遂 式 ww(z,y) = u(r)+4 vy,fu,v)EX xy 由 加 从 
一 决定 . 
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(说 设 了 Fx) = xz] Cx EXX). 首先 设 0 关 xz EEX. 若 w E393F(r), 则 


uath) | 赤 十 真是 一 站 | (YAEX); (4.5.10) 
ur) rxtxr| -dzl| = zi {用 式 (4.5.10)) 
— utr) = ut rr-rl -zl = |:l. 
这 推出 上 zl = atz) 记 Tal 上 zl, 故 ul 将 二 另 一 方面 ， 
| al 一 SC) < 委 SP ， 上 xt 一 站 (用 式 (4.5.10)) 
< sp lr+h-zl =1, 


故 得 | ww = 工友 之 .着 w EX utr)= zx, 上 = 1 则 式 (4.5.10) 必 
满足 ,因而 zx E 3Ff(r). 这 就 得 到 


9aftr) = lua€E XxX utr}= al = 1}. 
其 次 ,直接 由 式 (4.5.6) 得 出 ,Yu EX ,有 

nu EofOSu) Nal yh € XS|ul 所 1. 
综合 以 上 两 种 情况 得 到 


51 zl 人 Hz, x0, 
ocx 0 
{4.5.,11) 


利用 式 (4.5.11) 可 以 验证 :车 X 是 实 Hilbert 空 疗 , 0 关 x E 多, 则 
9x = {ztzl= {vxl|, 
这 与 式 (4.1.3) 恰 相对 应 ,特别 , 取 X = 及 得 
人 工 天 0， 
93|X1= 
[-1,.1], x=0. 
对 于 f(x) = | xz 1, 等 式 9F(0) = [~1,1] 在 几何 上 意味 着 Yk E [-1,1],R 中 
的 直线 y = kz 在 原点 处 支承 起 函数 FLz) =1xz | 的 图 形 ; 若 | |> 1, 则 直线 
3 = &zr 不 再 有 上 述 性 质 . 
下 面 的 定理 表明 ,次 可 微 是 一 个 很 腻 的 条 件 . 
命题 4.5.7 设 广 : 呈 一 及 是 凸 是 数 , > 志 了 . 
(必要 条 件 : 若 在 x 次 可 微 , 则 六 在 > 下 半 连 续 . 
《ii 充分 条 件 : 若 f 在 x 连续 , 则 f 在 xz 次 可 微 . 


(4.5.12) 


$4.5 凸 畏 数 + 217 ， 


总 而 言 之 ,对 于 凸 函 数 次 可 徽 介 于 下 半 连 续 与 连续 之 间 . 
证 外 设 wE9fF(zr), 则 当 |zx} CCD,zr 一 x(n 一 吕 ) 时 有 
fiz} lm rr) - u(r, ~ x)] = limf (x, ), 


可 见 在 x 下 半 连 续 ( 依 式 (4.5.4)). 
4 Ye 光 >0,f 在 x 连续 推出 有 > 的 邻 域 U, 使 得 
ffir)teAp—e (VYy€E LU. 


这 表明 U x (p 一 ,00) Cepif, 因而 (zx,p) 是 epif 的 内 点 .在 积 空间 羡 xR 中 对 
由 集 4 = epif 与 B = 1(z ,f(x))| 应 用 分 离 定理 2.4.14(i) ,得 出 w€E (XxR)'， 
使 得 


如 
这 意 束 着 有 uw € 是 与 BE 有 ,使 得 


| u(txz)} + Bo 人 < u(tr)+ Blr), {4.5.13a) 
TRr> u(y) + hr 人 eur) + Br). {4.5.13b) 
由 p= fz)+2e > f(z) 与 式 (4.5.13a) 得 出 8 < 0; 在 式 (4.5,13b) 中 取 = 


fty) 得 
-Bruly— rz) 人 f(y) fr) (Vy€ D), 


这 表明 - priw EE 3f(x), 故 f 在 x 次 可 微 ， 口 

在 引进 次 微分 时 我 们 已 指出 , 它 将 用 作 导 数 的 某 种 替代 .而 例 4.5,6 中 的 例子 
似乎 表明 , 当 导 数 存 在 时 怡 与 次 微分 一 致 .一 个 自然 的 问题 是 :次 微分 与 导数 之 间 ， 
一 般 地 具有 什么 关系 ? 下 面 的 定理 对 此 给 出 完全 的 回答 ， 

定理 4.5.8 设 f: DD 一 RR 是 山 消 数 ,x EDD. 

中 设 w EX', 则 ww EafCrSu(h) ED, flr,p)Su(h) 3 D. flz, 
Ah)(Yh EE XY). 

(ii) 车 G 导数 DF(xz) 存在 , 则 9 f(x) = ID 

(iii) 若 在 zx 连续 , 3f(r) = jz, 则 = DA(x). 因此 ,对 于 连续 凸 淫 数 
IDA(z) 存在 富 3f(x) 内 售 一 个 元 素 ;对 于 RR* 十 的 西 哨 数 f(x), 了 (x) 存 
在 全 9870z) 只 会 一 个 元 素 . 

证 《iD 由 式 (4.5.5) 与 D_ f(x,h) = 一 D， Fr 一 由) ( 式 (4.1.20)) 推 出 ， 

(由 (推出 ， 

ii) 取 定 0 关 记 所 对 ,a € [D f(z ,4),D， f(x, 及 )]. 定义 
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uw Rh—R, tat, 
则 是 下 的 1 维 子 空间 Rh 上 的 线性 泛 函 ,由 a 的 选择 知 
us th) RD, f(r,th}. 


可 验证 D, Zrz) 对 上 是 次 线性 的 (这 要 用 到 的 同性 ) ,于 是 由 Hahn-Banach 定 
理 2.4.5( 推 出 ; w, 可 延 所 为 X 上 的 线性 泛 尔 ( 仍 记 作 w。) ,使 得 


Hz] ED, firzsz) EAf(r,r) (Yr EX). 


由 Ff 在 x 连续 推出 , 当 z 接近 于 0 时 AF(x,z) 有 界 ,因而 wu (z) 在 z == 0 邻近 育 
界 , 放 加 EX' ,由 (2z) 扩 Af(r,z)( YezE XI) 得 wu €E oFtr). 人 30zy= 
ful, 帮 w= & 与 a 无关. 这 又 推出 D. f{x,h) = 了 D， fir,k) = w(th), 此 
D(x)}= &. 一 


$4.6 极 值 理论 


关于 极 值 ,你 并 不 防 生 ,在 微 积分 学 中 已 接触 过 了 , 极 值 理论 之 所 以 重要 ,其 根 
本 理由 在 于 ;人 们 确信 ,无 论 自然 与 社会 ,任何 事物 在 趋 于 平衡 时 均 不 可 避免 地 尊 
循 极 值 原则 .例如 ,力学 中 的 能 量 最 小 原理 ;经 济 学 中 的 效用 最 大 化 原则 等 .简单 的 
极 值 问题 利用 通常 的 微分 法 即 可 解决 .现代 极 值 理 论 当 然 极 大 地 深化 了 .但 极 值 问 
题 的 提 法 却 仍 如 其 原型 一 样 简单 明确 ;而 极 值 条 件 则 深 深 地 植 根 于 解决 初等 极 值 
馈 题 的 那些 经 典 命题 中 .本 节 的 目的 在 于 证 你 看 到 ,利用 泛 函 分 析 的 概念 与 方法 ， 
可 将 熟知 的 极 值 结论 推广 到 何等 一 般 的 地 步 .这些 推广 的 一 部 分 ,在 经 典 变 分 学 中 
早已 在 稍 不 同 的 形式 下 给 出 并 广泛 应 用 了 .如 我 们 在 $4.1 中 已 提 到 的 ,下 是 变 分 
学 的 发 展 ,在 一 定 程度 上 促成 了 泛 函 分 析 的 诞生 . 极 值 理 论 对 于 泛 冰 分 析 本 身 的 重 
要 性 ,于 此 可 见 . 


#4.6.1 一 般 概 念 


给 定 实 泛 丽 了 :三世 > R, 设 zxoE6 站 .下 面 的 定义 与 微分 学 中 的 极 值 定义 
并 无 实质 区 草 , 所 不 同 的 是 所 用 的 空间 框架 更 为 一 般 轩 了. 
定义 4.6.1 若 存在 人 8 > 0, 使 得 
fixo) f(r) (¥rEDN Bt(ro)), (4.6.1) 
峙 称 zx, 为 了 在 D 上 的 局 部 极 小 点 , 称 了 (zo0) 为 局 部 极 小 值 . 若 对 天 zo， 式 
《4.56.1) 是 严格 不 等 式 , 则 称 rn 为 严格 局 部 极 小 点 . 若 
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fro) f(r) 【YE 了 D)， (4.6.2) 


则 称 zo 为 在 DD 上 的 金 局 极 小 点 或 简称 为 最 小 值 点 . 

类 似 地 ,可 定义 极 大 点 . 极 大 值 等 . 极 小 点 与 极 大 点 合 称 为 极 值 点 ; 极 小 值 与 极 
大 值 合 称 为 极 值 . 因 了 的 极 大 值 正 是 - /的 极 小 值 , 故 仅 需 展 开 有 关 极 小 值 的 理 
论 ， 

车 ze 是 了 在 DD 上 的 局 部 (或 全 局 ) 极 小 点 , 则 通常 称 ze 为 最 小 化 问题 


mnf(zx)}, xED (4.6.3) 


的 局 部 (或 全 局 ) 最 优 解 或 最 优点 ;由 应 地 , 称 f(zo) 为 问题 (3) 的 最 优 值 .无 论 最 
作 化 问题 或 最 大 化 问题 ,都 可 统称 为 最 优化 问题 . 关于 最 优化 问题 的 基本 课题 是 : 

(A) 确定 (局 部 或 全 局 ) 最 优 解 的 存在 性 ， 

(B) 在 最 优 解 存在 的 情况 下 ,运用 各 种 方法 求 出 (通常 是 近似 地 ) 最 优 解 . 

为 判定 极 值 存在 ,现代 极 值 理论 中 发 展 了 一 系 询 复 茶 的 方法 ,那些 归根 结 底 基 
于 紧 性 的 上 方法 ,实际 上 可 追 漳 到 很 箭 单 的 Weierstrass 定理 : 闭 区 间 上 的 连续 函数 
必 达 引 最 大 值 与 最 小 值 .定理 1.4.4(i) 已 将 Weierstrass 定理 推广 到 了 紧 集 上 的 连 
续 遇 数 . 下 面 的 定理 将 使 你 看 到 , 沿 这 一 方面 的 推广 还 可 以 走 多 远 . 

定理 4.6.2 设 了 满足 条 件 

dim f(r) = %, (4.6.4) 
当 DD 有 办 时 认定 条 件 (4.6.4) 各 动 满足 . 则 附加 以 下 两 条 件 之 一 可 鸽 了 在 刀 上 取 
得 最 小 值 ， 

《这 到 是 自 反 空间 , D 导 岂 西 集 , f 是 下 半 连 续 的 凸 函数 . 

(ii) 口 为 闭 集 且 省 于 XX 的 某 个 有 限 维 子 空间 , f 下 半 连 续 ( 依 式 (4.5.4)). 

证 令 a = ipff(x), 则 必 可 取出 序列 iz,| CD, 使 得 f(x,) 一 a(n 一 
cs) .条件 (4.5.4) 保 证 了 |x,1 有 界 . 证 明 的 关键 在 于 从 |x,| 中 取出 某 种 收 伍 子 
列 , 上 其 极限 即 为 了 的 最 小 值 点 , 收 化 子 列 的 存在 依赖 于 条 件 ( 让 或 (1i). 
首先 设 条 件 习 满足, 则 依 定理 2.5.4 不 妨 设 x, 一 xo, 必定 roE D {参看 第 二 
章 习 题 32). 今 证 f(xo) = a (从 而 zxo 为 最 小 值 点 ), 为 此 只 要 证 Y8 > a, 有 
fr) 和 B 令 A= irED: Fr) 由 f 为 沿 函 数 直 接 推出 A 为 凸 集 ;由 
了 下 半 连 续 ( 参 看 式 (4.5.4)) 及 站 为 闭 集 易 推 出 A 为 闭 集 .由 f(z,) 一 a < 之 8B, 不 
芒 设 Ar) 之 B, 因而 |r| 忆 AA. 于 是 从 zx, 一 zo 推测 x。€ A (再 次 用 第 二 意 习 
题 32) ,好 (xo) 所 有 如 所 要 证 ， 

其 次 设 条 件 (说 满足 .由 定理 1.4.2, 不 入 设 zx, -> xo ED, 于 是 由 了 下 半 连 续 


得 
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fro limf(r,) = oA (rn), 


这 推出 f(xo) = ay, 故 同样 得 所 要 证 . 口 

以 上 定理 证 明 中 所 用 到 的 序列 | zx, 上 | 称 为 极 小 化 序列 .在 有 关 极 值 存 在 性 的 
论证 中 运用 和 极 小 (或 极 大 } 化 序列 , 态 是 一 种 普遍 方法 . 你 不 妨 回顾 一 下 定理 
1.4.4(ii),1.5,6( 让 ) 及 2.5.6 的 证 明 , 从 中 会 发 现 某 些 共 同 的 思路 .不 过 应 当 指 出 ， 
这 些 证 明 中 所 用 到 的 极 小 化 序列 ,其 存在 性 只 是 在 理论 上 被 确立 了 ;至 于 如 何 实际 
构 作 它 , 则 完全 是 另 一 个 问题 ,定理 的 证 明 并 未 给 出 任何 解决 的 途径 . 

对 于 概 值 点 ,除了 解决 其 存在 性 这 一 首要 问题 之 外 ,有 时 也 需 旨 探讨 极 值 点 的 
惟一 性 或 航 值 点 集 的 结构 .在 这 方面 可 以 应 用 如 下 简单 结果 

命题 4.6.3 设 也 己 久 是 吓 集 , f ;DD 一 RR 为 和 函数 , 则 有 以 下 结论 成 立 : 

中 车 xo ED 是 Ff 在 口上 的 局 部 极 小 点 , 则 它 亦 为 全 局 极 小 点 . 

(i 了 在 D 上 的 极 小 点 之 全 体 构成 一 凸 集 ,因而 不 可 能 存在 孤立 的 极 小 点 , 除 
非 极 小 点 是 惟一 的 . 

《这 ) 老子 严格 凸 , 则 f 在 DD 上 至 多 有 一 个 极 小 点 . 

证 人) 任 给 TED, 令 z= frotir0<1<1t -1-z, 则 由 亿 为 
凸 集 有 z, € DD, 日 当 +1 一 0 时 x -ao, 于 是 当 * 充分 小 时 有 


fzo) Er) E00) + fx), 


由 此 推出 f(xzo) 所 fx). 故 zo 是 最 小 值 点 . 
(i) 令 &= inff(z), 则 了 在 D 上 的 极 小 点 之 全 体 即 集 |F < aj , 它 是 一 凸 集 
(参看 $4.5.1). 
(ii) 车 /在 D. 上 有 两 个 不 同 的 极 小 点 zo ,zi yz = zo + fr,0<t 之 1, 则 
fz) EFCro) + f(r) = fro), 


这 与 rn 是 极 小 点 相手 盾 . 因此 f 至 多 有 一 个 极 小 点 ， 
84.6.2 微分 条 件 


在 微分 学 中 有 以 下 熟知 结论 : 设 f(x) 是 区 间 (a ,5) 内 的 实 函 数 . 若 Xo 所 
(a ,58) 是 了 的 极 值 点 且 f 在 x。 可 微 , 则 必 六 (ro) = 0 车 产 (zo) = 0, (mm) > 
0, 则 ru 是 的 极 小 点 .下 面 给 出 以 上 结论 的 多 种 形式 的 推广 以 下 结果 是 最 直接 
的 推广 . 

定理 4.6.4 设 广 : 呈 CC 和 一 R,xr 是 号 的 肉 点 . 

(0 必要 条 件 : 若 zo 是 了 的 局 部 极 小 点 ， 产 (xzo) 存在 , 则 六 (x0) = 0 

(ii) 充分 条 件 : 若 了 E CC,(zo) = 0, 站 (xo) 满足 正定 性 条 件 ， 
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习 下 > 0， YEX,， 有 F(xo)h’ RR， (4.6.5) 


则 xz 是 了 的 严格 局 部 极 小 点 . 
证 (i) 只 要 证 了 (zo)h = 0( Yh EX). 取 定 hEX, 令 p(t) = flxot 
研 ), 则 z= 0 为 g(z) 的 局 部 极 小 点 ,于 是 由 微分 学 中 的 结论 有 


0= op (0) = f(ro)h. 
F(xot 2) ~ fF {xo)) < kj2, (4.6.6) 


其 中 名 依 条 件 (4.6.5). 设 0 关 有 EB;(0), 则 对 g(t) A f(zo + 胡 ) 用 Taylor 公 
式 得 


Afzosh) =p(1) - p(0) = 广 罗 (9) (0<9<1, 注 意 g(0) =0) 
_1 
= 本 三 (za + 部) 站 
A - 方 [f(x0) 一 了 (za 十 on) lh 


之 多 1? 一目 h? (用 式 (4.6.5),(4.6.6)) 


=(k/4) | > 0, 
可 见 了 在 xz 取 严 格局 部 极 小 值 . 口 
才 f:DCR ->RR 是 0? 丙 数 , 则 


FD = fe +h) 


= [SF Cx th ] | 


-| 


:=0 


= >， fa) ， 


EE 


其 中 衣 = (hi) ER" .因此 ,了 (zxo)h? 是 以 HALF 了 (zo)j9x,3zx;] 为 其 矩阵 的 二 
次 型 ,而 条 件 (4.6.5) 相 当 于 于是 正定 矩阵 . 过 称 为 /在 zs 的 Hesse 矩阵 .因此 , 定 
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埋 4.6.4(i) 包 含 了 如 下 有 限 维 结果 : 阁 f: 吕 CR"*R 是 (7 也 数 ,Vf(xo) =0， 
在 xo 的 Hesse 定 阵 正定 , 则 ro 是 了 的 严格 局 部 极 小 点 . 

从 形式 上 看 ,定理 4.6.4 不 失 为 经 典 极 值 条 件 的 完美 推广 .但 从 应 用 上 考虑 ， 
它 素 必 能 令 人 满意 .首先 ,要 求 re 为 内 点 就 排除 了 xo 为 边界 点 或 也 根本 无 内 点 
的 情况 ,而 这 在 应 用 1 恰恰 是 常见 的 情况 .其 次 ,如 我 们 在 $4.1 中 已 指出 的 ,在 无 
限 维 空间 中 要 求 函 数 可 微 是 一 个 很 强 的 限制 ,更 不 必 说 要 求 了 是 C 函数 了 .这 就 
促使 我 们 去 寻求 较 弱 的 微分 条 件 ,基本 想法 是 将 严 导数 代 之 以 方向 导数 甚至 次 微 
分 . 

定理 4.6.5 设 吃 CC 多 是 凸 集 , xo€ D,f :DR. 

4 必要 条 件 : 关 xo 是 了 在 DD 上 的 局 部 极 小 点 ,对 任 给 及 万 -方向 导数 
D， F(xo,)( 依 式 (4.1.18)) 拒 存在 , 则 D, f(xo,D - ro) 关 0. 邯 


D, flxor -x0 (Yr ED). {4.6.7) 


tii) 充分 条 件 : 若 了 是 上 四 到 数 , 且 条 件 (4.6.7) 满 足 , 则 zo 是 在 D 上 的 最 小 
值 点 . 
证 站 取 定 ED, 令 x = frot+tr,t {0,1), 则 


0 <lim A fe) (f(zo) 为 局 部 极 小 ) 


im 下 za 十 1{x — .10)) 一 f(xro) 


tq Et 


= DD, frosx 一 Xo). 


这 表明 条 件 {4.6.7}) 满 是 ， 
{i) 任 取 z ED, 有 


OD, fro,z -了 To) (用 式 (4.6.7)) 
Tas- x0) {用 式 (4.5.5)) 
= f(r) 一 f(r), 

这 正 表 明 f(x0) 志 f(x)(Y¥x € nD), 即 琴 xo) 是 最 小 值 . 门 
车 re 是 品 的 内 点 , 且 产 (zw) 或 Dx) 存在 , 则 条 件 (4.6.7) 等 价 于 (x,) 
= 0 或 Df(xo) = 0 (请 试 证 ), 在 这 种 情况 下 ,定理 4.6.5(i) 重 合 于 4.6.4 人 ,而 定 
悍 4.6.5 过 表明 :对 于 凸 函 数 f(x) ,F(xo) = 首 ( 或 DF(x0) = 0 Fro) 是 最 
小 值 .注意 f(x) = 和 0 相当 于 f 的 图 形 在 x。 有 有 水 平声 平面 , 关 此 以 上 结论 在 直观 
FF 是 很 自然 的 .车 DD 是 X 中 的 线性 流 形 ( 这 意味 着 D - mm 是 入 的 子 空 间 ) 
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设 G 导数 DF( zo) 存在 ,如 条 件 (4.6.7) 意 味 着 DF(xo) € (DD - xo)+. 这 些 事实 
在 定理 4.6.5 的 应 用 中 是 值得 注意 的 . 

当然 ,定理 4.6.5 的 价值 应 体现 于 xo 非 内 点 或 了 在 zw 不 可 微 的 情况 . 最 简单 
的 例子 是 定义 于 区 间 [ xo,8) 上 的 实 函 数 Fr).YzE(rz pl, 有 


Fxot+ tlx— ro)) — f(xo) 
rt 


D, flxror — rn) =lim 


= 请 ， (zo) tx 一 To). 


因此 条 件 (4.5.7) 相 当 于 六. (x0) 之 0. 这 就 由 定理 4.6.5 得 出 ;车 在 定义 区 间 
的 左 端点 +。 取得 局 部 极 小 值 , 则 产 , (x0) 宇 0; 类 似 地 ,车 f(x) 在 定义 区 间 的 右 
端点 zu 取得 局 部 极 小 值 , 则 广 (x0) 所 0, 假定 如 上 的 单机 导数 存在 . 
下 商 是 应 用 定理 4.6.5 的 更 有 趣 的 例子 . 
例 4.6.6 变 分 问题 ) ”考虑 如 下 的 最 小 化 问题 : 
" Fe (0) dz, 
* (4.6.8) 


St.rla) = ar(b) = BrE X= C= [a,b]. 
令 D= 1rzEX:r{ta)=a,xr{b) = Pi, 定义 


fx) = [F(x (0) ,Cd {x ED), 


则 问题 (4.6.8) 相 当 于 求 泛 函 fF 在 上 的 极 小 点 .假定 下 € C?, 并 以 F,,F,,F;, 
记 王 的 一 阶 偏 导数 , Fi 等 记 二 阶 偏 导 数 . 今 用 定理 4.6.5 来 表 出 问题 (4.6.8) 的 


解 应 满足 的 条 件 . 首先 求 出 方向 导数 ,为 此 用 如 下 较 简 易 的 方法 (更 严格 移 方 法 亦 
不 困难 ): 任 给 EE XX, 有 (参考 例 4.1.4) 


DfFCr,h) = SA(z + | 
= [EFG,zt) + shit zr (1) + wo Ja 


= [FC x (0), 2 (0) + Ps et) ,2 CR (de. 


D 显然 是 X 中 的 线性 流 形 , 它 是 了 空间 Do = Jr EX:zrta)= rz(6) = 平移 
的 结果 . 依 定 理 4.6.5(i) (参考 其 后 和 的 说 明 )， 了 在 xz 取得 极 小 的 必要 条 忻 是 
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Df(x,.h) = OOY ED 好 yh€eD,, 有 


0 = | Fest) (tA)dt 
+ { Fale,z(), 2 (1) Ct)dt 


= [Falisz (07) Fst,z(2), 2 (0)) |ati dt, 


- 其 中 用 了 分 部 积分 .上 述 积 分 的 右 端 可 写成 


(gh) = [plate)d, 


其 中 p = Fst,z ,zx ) 一 条 Fs(1,x,z') EC(]). 因 Ds 在 17()) 中 稠密 (参考 
1.3.8), 故 由 g E Da 得 出 g 三 0, 这 意味 着 
Fax + Fax’ + F's- F,=0, (4.6.9) 
其 中 FF = FT ,x (1)),Fwa,Fa,Fs 仿 此 .方程 (4.6.9) 称 为 变 分 问题 
(4.6.8) 的 Euler 方程 " .当下 不 显 含 * 时 ,方程 (4.6.9) 可 简化 为 
HP- Fix’) = 0. (4.6.9) 


以 上 结果 在 变 分 学 中 是 熟知 的 日 被 广泛 应 用 . 

今 用 以 上 结论 来 解 著名 的 最 速 降 线 问题 . 设 y 轴 铅 站 向 下 . 求 连结 原点 (0,0) 
到 点 (BR > 0) 的 光滑 曲线 y = y(z), 使 沿 该 曲线 无 摩 氛 地 下 滑 的 质点 所 
用 时 间 了 最 小 . 不妨 设 质点 的 质量 为 1. 因 质点 动能 的 增加 等 于 其 势能 的 减少 , 故 
成 立 


v7 = gy, 
其 中 v 是 速度 ,而 g 为 重力 可 速度 . 因 
Pd PVA 
工 = | = | =| 7 da, 
故 问 题 蚊 于 解 最 小 化 问题 ; 


名 证 琐 极 值 问题 的 必要 条 件 通 常 表 为 一 个 (或 -. 组 ) 方 程 ,统称 为 Fuier 方程 ,例如 ,本 节 的 
方程 (4.6.12) 与 (4.6.15) 都 可 称 为 Euler 方程. Euier 方程 经 常 取 微分 方程 的 形式 . 
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| Fly,y )dr 

st.y(0) = 0, y(b) = 下， 

其 中 (ysy) = VE+ yfy. 分 别 x,y,y 代 t，x,x', 从 方程 (4.6.9) "得 
y(l + yy ) = 2a， 

4 是 正常 数 . 令 y = cottz12), 则 


2 _ . 
y=-T atl cost ] ; 


补 = | tan dy(t) = jd 一 cost )dt 


=al(t — sint). 


可 见 ,所 求 曲线 是 熟知 的 旋 轮 线 ( 又 称 摆 线 ). 
定理 4.6.5 已 经 大 大 降低 了 可 微 性 条 件 .再 往 前 走 一 步 ,就 要 用 到 次 微分 了 . 
定理 4.6.7 设 DCX,f:X~R,x ED. 


() 充 要 条 件 ; ze 是 f 在 人 上 的 最 小 值 点 二 0 € af 三 | DD)(xo). 
《i 充分 条 件 :车 jz E 3f(zro), 使 得 (ae -xo》 实 0, 即 


(ur ro 0 (Yr ED), (4.6.10) 

则 zo 旦 了 在 D 上 的 最 小 值 点 . 

从 形式 上 看 ,条 件 0E a(FiD)(zo) 对 应 于 定理 4.6.4 中 的 条 件 产 (z ) = 0， 
而 条 件 (4.6.10) 则 对 应 于 定理 4.6.5 中 的 条 件 (4.6.7). 

天 安庆 区 本 ED)G0 扫 Frz)- Far) (Yr ED) 
< 和 EarlDD)IUOro). 
(车 nw 世 97(zo) 满足 条 件 (4.6.10), 则 
OR tu,T— ro Rf rr) fr), (¥rEeD) 

这 表明 f(xro) 是 最 小 值 . 口 

§4.6.3 条 件 极 值 


最 小 化 问题 (4.6.3) 中 的 集 口 , 通常 由 一 定 的 关系 式 界 定 .这 类 关系 式 既 可 以 
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是 等 式 , 也 可 以 基 不 等 式 ,统称 为 极 值 问题 的 约束 条 件 .下 面 仅 考虑 带 等 式 约束 的 
最 小 化 问题 ,这 类 问题 正 是 微分 学 中 所 处 理 的 条 性 极 值 问题 的 白 然 推广 ,其 一 般 形 
式 可 表 为 
minftx), s.t.gtr) = 0, (4.6.11) 

其 路 :一 RR 称 为 目标 函数 , g : 和 一 Y 称 为 约束 函数 人 , s(x) = 0 就 是 约束 
条 件 . 若 令 = jzEX:gC7) = 人 ,出 问题 (4.6.11) 可 改写 为 (4.6.3) 的 撕 式 ， 
因此 ,定义 4.6.1 中 所 给 出 的 概念 与 术语 全 部 适用 于 问题 (4.6.11). 

关于 条 件 极 值 的 基本 课题 之 一 ,是 给 出 类 似 于 定理 4.6.4 的 微分 条 件 . 下 面 是 
一 个 典型 结果 ， 

定理 4.6.8 ” 设 xo 是 问题 (4.6.11) 的 局 部 最 优 解 , /在 zx, 可 微 , g 在 x 邻 
近 为 C' 时 射 , g (ro) 是 满 射 . 则 存在 1 E Y* ,使 得 


Fro t+Ahrg (ro) = 0. {4.6.12) 
证 令 工 = g(xzo), 则 式 (4,6.12) 相 当 于 
Flro) = -TAE R(T'), 


由 定理 条 件 有 R(T) = 了 , 这 推出 R(T* ) = NOCT)L{( 用 定理 2.4.13). 于 是 只 要 
证 产 (zo) € NCT)T. 取 定 EN(T), 今 证 人 六 (xo),hY = 0. 由 下 文中 补 述 的 
Lusternik 定理 , 当 + € 及 .151 充分 小 时 ,方程 


glot yt+iiA)=0 


有 和 解 y = y(1) ,日 当 : 一 0 时 yy 一 ol1), 于 是 当 171 充分 小 时 ， 


站 委 Fzo+3y+ 硕 ) — F(x) (zo 为 概 小 点 ) 
= (ro y+ th tol(yt+ th) 
=1Cf (xo0),h) + olr), 《用 y= ol2)) 
因 上 式 右 端的 符号 决定 于 第 一 项 ,而 1 可 正 可 负 , 故 必 《f(zxo),h) 一 0, 如 所 要 
证 . 口 
上 述 证 明 中 用 到 如 下 定理 . 


Lustemnik 定理 设 g: 久 -> 了 是 映射 ,xo 所 ,szn) 是 满 射 . 则 当 = 所 
X ,zl 充分 小 时 ,方程 


中 只 需 假定 f,g 定义 于 某 个 开 集 己 X 内 就 行 了 .此 处 取 2 = 义 ， 只 是 为 了 简便 ， 
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8Czo t+ y+ x) = gro) + 8g Ciro) 


有 和 解 y = yz), 且 当 z= 一 0 时 ,yy = olz). 
现在 来 解释 一 下 定理 4.6.8 的 意义 . 令 


ELfzh)= flr) + Ag(r)y (TE XAE YY'), (4.6.13) 
则 式 (4.6.12) 可 己 作 


L(xro,Aa) 一 0. C4.6.12)" 
内 形式 上 看 , 式 (4.6.127》 似乎 是 无 条 件 极 值 问题 
min L(xA), XE {4.6.14) 


的 必要 条 件 ( 参 看 定理 4.6.4). 函数 (4.6.13) 称 为 问题 (4.6.11) 的 Lagrange 函数 ， 
而 使 式 (4.6.12) 成 立 的 EY“ 称 为 Lagrange 乘 子 .这 样 , 通 过 引进 Lagrange 函 
数 ,形式 上 将 一 个 条 件 极 值 癌 题 转化 成 了 一 个 无 条 件 极 值 问题 ; 原 问题 中 的 约束 条 
忻 已 被 上 豚 收 到 Lagrange 函数 L(z ,4) 中 了 . 极 值 问题 中 约束 条 件 的 形式 可 能 有 许 
多 变化 ,但 构 作 Lagrange 函数 的 思想 则 具有 极 大 的 普遍 性 . 

车 在 问题 (4.6.110) 中 取 站 = R",g 二 (giyg2… gm)', 并 令 4 一 (NW.)E 
(CR") ”= R", 则 Lagrange 函数 (4.6.13) 相 应 地 写成 


LrsA) = f(x) + Dg, (x). 
这 止 是 微分 学 中 所 熟知 的 形式 ,其 中 4 就 是 通常 所 说 的 Lagrange 乘 数 . 因 


g (XI0) = [gro) gat ro) ,ns gn ro)], 
故 条 件 (4.6.121) 可 写成 
f(r) +t 26i(zo) = 0， (4.6.15) 


而 条 件 R(g (x0)) = R” 相当 于 1g (0zo) :1 所 i 站 所 mt! 线性 无 关 . 若 大 = Re， 
则 g (xzo) € R”™", 于 是 g (xo) 为 满 射 全 rank g (xT0) = 更 ， 
应 用 以 上 结论 的 一 个 简单 而 有 趣 的 例子 是 倒 1.5.11. 若 令 


Nz)= zr) ,g(r) = Cra) -a (Sin), 
则 可 将 例 1.5.11 中 的 问题 (1.5.32) 写 成 现在 考虑 的 标准 形式 
minf(x), st.g(lr)})=0 (Rin). 


国产 (z) = ri zz ,g(xz) = wy 故 条 件 (4.6.15) 可 写成 (以 过 代 z ) 
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TE 十 了 Var = 0. 
令 B= 一 A 上 zx |, 则 得 到 xz = > 8ai. 以 此 代入 方程 组 
(Td = a (1), 


即 得 到 关于 有 的 线性 方程 组 ,所 得 结果 与 例 1.5.11 恰好 一 致 
关于 条 件 极 值 的 一 个 更 具体 的 例子 是 等 周 问题 ;在 xy 平面 上 求 一 光 背 闭 上 由 
线 


T= rt), y= yt) 0s rs2r)， 
使 其 周 长 一 定 , 而 其 所 国 面 积 达 到 最 大 .这 意味 着 解 以 下 条 件 最 大 化 问题 .: 


max| [za) ye) - zz)3(]de， 


2 
St] vr (i) + y(t dr = const, 
0 


其 中 +(2),y(7) 是 以 27 为 周期 的 C* 函数 .注意 ,我们 用 了 由 Green 公式 推出 的 
面积 公式 


[所 图 面 积 = 广 | xdy - ydx. 
作 Lagrange 函数 ， 
Lrsya) = EelDy (0) ~ ey() + AVETO Fy) de, 
用 类 似 于 例 4.1.4 中 所 用 的 方法 可 求 得 


L(x,y, AR = 2 RE 1y CR) dz. 


Dry = FLA) 2] (nt) dz, 
其 中 
k= (ry ry + 
1 记 ! 正 是 曲线 的 曲率 ,于 是 ,由 Euler 方程 
L(xzy2) =0, L(tr,y,A)}=0 
得 出 到 = 2/% = const. 可 见 ,所 求 的 曲线 就 是 圆周 ,从 直观 上 看 这 是 意料 中 的 事 . 
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34.6.4 最 佳 逼 近 


本 书 中 己 有 用处 涉及 最 佳吉 近 问 题 ( 参 看 推论 1.4.5 与 定理 1.5.6) ,现在 我 
们 从 极 值 理论 的 角度 作 一 新 的 考虑 . 

给 定 a EX 与 非 空 集 DCX, 设 as 翁 D.a 在 DD 中 的 景 佳 肖 近 ,可 定义 为 最 小 
化 问题 


min|lz—-all, xz€ED (4.6.16) 


的 最 优 解 . 疝 题 (4.6.16) 的 昌 标 通 数 f(z) = | x 一 a 似乎 是 平凡 的 .但 因 集 放 
有 各 种 选择 的 可 能 性 ,问题 (4.6.16) 未 必 是 平凡 的 .如 你 已 看 到 的 ,即使 对 于 上 D 为 
子 空间 这 种 极 规范 的 情况 ,最 佳 逼 近 问 题 的 求解 通常 亦 不 容易 .深入 的 讨论 远 不 是 
此 处 所 宜 进行 的 ,下 面具 是 将 本 节 已 建立 的 那些 命题 用 到 问题 (4,6.16) ,看 看 能 得 
到 哪些 特殊 的 结论 .至 少 ,这 能 为 本 节 所 建立 的 极 值 条 件 的 应 用 提供 简单 的 例证 . 

《iD 函数 fx) = x 一 “站 是 连续 凸 函 数 (参看 例 4.5.2(i)), 且 显然 满足 条 
件 (4.6.4}. 因 此 由 定理 4.6.2 得 出 :车 马 是 自 反 空间 中 的 闭 凸 集 ,或 万 是 和 的 
某 个 有 限 维 子 空间 中 的 闭 集 , 则 a 在 DD 中 的 最 佳 避 过 宪 在 ; 当 听 为 鸟 集 时 , a 在 DD 
中 的 最 佳 逼近 之 全 体 构 成 一 凸 集 , 以 上 结论 可 与 推论 1.4.5 及 定理 1.5.6(i) 相 对 
照 .对 于 应 用 上 常见 的 情况 , 取 DD 为 X 的 有 了 腿 维 子 空间 ,因而 最 佳 通 近 问题 必 有 
解 , 且 解 之 全 体 是 一 凸 集 . 

(ii) 设 是 实 Hilbert 空间 , DD 是 凸 集 ,由 式 (4.1.3), Yz © DD, 有 


virall=(r-a)lr-al. 
于 是 由 定理 4.6.5 得 出 : xz。& 上 D 是 a 的 最 佳 通 近 的 充 要 条 件 是 
{| xo-all ltr a),r— zr) 0, 
即 " 


4a zn rr) 0 (Yr€D). 
(4.6.17) 
几何 上 ,条 件 (4.6.17) 意 味 着 : ¥Y x DD， 
向 量 -| 与 Xn 张 成 钝 角 ( 看 图 4-3) .这 
无 疑 正好 合计 我 们 从 平常 空间 中 获得 的 直觉 
经 验 . 若 已 是 X 的 子 空 间 , 则 条 件 (4.6.17) 相 
当 于 
ta— ro zx} 0 {Yz ED). 图 4-3 
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因 过 可 代 以 一 2, 故 以 上 条 件 双 可 代 以 a 一 zo;z) EDVY7EDD). 这 就 表明 式 
{4.6.17) 等 价 于 .ro 一 a € D+, 这 与 定理 1.5.6 的 结论 一 致 . 
(ii) 对 任何 x € DD, 由 式 (4.5.11) 有 


3|z-all= {EX :ura)= zr-al,lal = 


于 是 由 定理 4.6.7 推出 :其 x。E ,存在 ww € X ,全 得 


afze 一 ea) 下 ro 一 科目 ， fal = 1, 
| 《4.6.18) 


2 一 YE0O (vrE€ED), 


则 ze 基 = 在 如 中 的 最 佳 逼 近 . 对 于 一 般 的 集 , 林 必 容易 找到 满足 条 件 (4.6.18》 
的 ww € X ,但 上 述 条 件 毕竟 为 解 最 传 台 近 问题 于 有 了 一 条 途径 . 若 万 是 天 的 子 
宇 间 , 则 式 (4.6.18) 中 的 不 等 式 显 然 等 价 于 w(x) = 0(¥rEeED), 即 ww EE Dt. 于 
是 条 件 (4.6.18) 可 改写 成 

nx € Dt, | ul 二 1， utxo— a) 一 | zn-—al. (4.6.18)" 


其 中 的 等 式 (xo 一 a) = | z 一 al ,有 些 作者 称 为 共 线 条 件 : x 与 zu 一 a 共 线 . 
这 一 说 法 在 Hilbert 空间 中 更 加 贴切 . 若 兴 是 Hilbert 空间 ,zx, 是 a 存 记 上 的 正 投 
影 , 则 到 


u= (rzo -a)l|lzxo-al 


恰 使 式 (4.6.18) 满足 ,因此 zx。 是 a 在 DD 中 的 最 佳 融 近 . 显然 ,此 时 与 x。-a 确 
实 共 线 . 
(iv) 设 针 是 Hilbert 空间 , DD 是 X 的 闭 子 空间 , PP 是 从 XX 到 DD 的 正 投影 , 则 
可 将 问题 (4.6.16) 表 为 条 件 极 值 问题 ; 
min|z-all, st.Pr=0. (4.6.19) 


注意 PP:X 一 D+ 是 有 和 淖 线 性 算 子 日 为 满 射 .于 是 由 定理 4.6.8 推出 : 若 .co 是 a 在 
DD 中 的 最 佳 逼近 , 则 存在 4 E (D'!)* = D+, 使 得 


0 
Tz -al +=0, 
To _ | 
邮 | Pa AED a 


从 而 re -~ a € D+. 这 再 次 得 出 定理 1.5.6 中 的 结论 . 


习 题 
1. 设 下 : 久 一 辣 可 微 , Figr) - aFr(x EX,aER), 让 明 FEL(X,Y). 
2. 设 了: [ax 二 让 xxX 一 下 连续 是 六 人,z) 连续 ，Fr = [eade 求 F(x). 


3. 设 太 = [a,b1,/ :J XR 一 RR 连续 且 (t,x) 连续 , Fw = peda)dern E CO), 
求 FF(n). 

4. 设 了 = [0.1],704) 一 用 1 uz) 1dz(u € CCD), 证 明了 (0) 不 存在 ， 

5. 设 十 :Xx YZ 是 双 线 性 的 日 T(r,y) 1 志 z 有 yy|, 求 工 (x,y) Tri 
证 明 人 TE€ 0”. 

6. 设 二 = GF,G 与 FF 次 可 答 , 求 HCr)j. 

7. 设 Fizr,y): 呈 C 尽 XY 一 是 对 x 连续 ,对 yy 可 向, sup 站 F(x,y)| 六 着, 证明 所 所 
CIN,Z). 

8. 设 斑 : CX YY 可 微 , 0 是 内 开 集 ,证 明 Lip = sp FCC). 

9. 设 了: R” 一 克 是 局 * 函数 , 评 明 天 阶 偏 导数 a flor EE (Ci 十 了 2 十 … 十 i 一 r} 与 求 
导 顺 序 无 关 . 

却 . 设 fCX 一 RR 在 介 内 n+ 次 可 微 ,线段 [z,wr + 六] 己 上 ,证 明 


[rt DE +t + Mm) (0 < 0< 1). 
k= 和 - 


11. 设 局 : B00) 广 是 二 了 是 避 映 射 ,Fr 之 1 本 (ze 芝 二 证 明 当 1 xx 过 1 
时 FC) 52. 

12. 设 FF :DCX>Y,Pr-> Fr(n 3%, € DD), 证 朋 LipF < lim Lipk,. 

13. 设 FB CX RLipFEr 人 il Ewl 和 pl- 7, 证明 FF*xo 一 x 
一 Fx*. 

14. 设 口 己 X 是 非 空 闭 集 , 下: DD,》 LipF <rmED, 则 Fr rr = Fe" 
估计 上 Przo -7” |. 

15. 设 口 守 X 是 非 空 紧 集 ,F :D 一 了 满足 中 Fr Fyl 之 上 x 一 yh (Cz 类 vy), 证明 下 
有 惟 不 动 点 . 

16. 验 证 Fr = z+ cr ! 在 [1,0) 上 满足 | Fr 一 Fy 1<17 一 y 1(x 关 vy), 但 无 不 动 点 . 

17. 设 K(-, :YE C(Ix IE ECR),v EC = [a,s], 


9 


n 
mex| | KEUT,y) 1 dy < liLipg, 


证 明 方 程 v(z) = | K(x,y)g(w(y))dy + v(z) 有 有 惟 - 解 w € CO). 
18. 设 J 人 GAGL(X) 一 上 L(X},A 一 及 1, 证明 
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JI(A) 帮 = 【114B4 7 ,AE GHBEL(X). 

19. 设 UCX 与 YCY 是 开 集 ,下 :UU 一 V 与 FF :VY -> 如 均 为 C! 映射 ,证 明 ; 
Fx): XY(YxE UU). 

20. 设 Fi:0N0CXxY~Z 是 CC 映射 ,rr 这 1,(r0,w) EN Rr 和) :YZ,2 = 
FLzo ,yo) ,证明 存在 Cro ,zo) 邻近 的 (映射 Fir,z) ,使 得 F(r, Fir,e)) = Ran) 二 
50， 

21. 设 二 :XX 一 YY 是 紧 算 子 , TELCX,Y 了 DI, 当 |zxj 一 时 Fr-Tr| =o(t|xli. 
证 明 TE€ CL(X,Y). 

22. 设 口 CX 是 有 和 界 闭 集 , F : D 一 多 是 紧 算 子 ,证 明 (7 下 DD 是 也 集 ， 

23. 设 口 性 X 是 紧 证 集 , 下 所 C(D,DD), 证 朋 下 有 不 动 点 . 

24. 设 DC 多 基 有 界 闭 集 , 下 ; D 一 X 是 紧 算 子 , 4 E€ C0,D ,r,s EE Dlr = Fe， 
inf | Re ‖ > 0. 证 明 存 在 4 所 (0,1], 使 得 方程 x = Fx 有 解 ， 

25. 设 :DD CX 一 上 R 是 证 函数 ,证 明 gp(1) a flr + 切 ) 在 其 有 定义 的 区 间 上 为 是 函数 . 

26. 设 :CX 一 RR 是 CC 的 同 函 数 ,证 明 (x) 太 守 0(Cr EE 0,h EX), 


27. 设 /XX 一 上 连续, f( 王 二) 所 二 [Jz) + f(y)], 证 明了/ 为 员 函 数 . 


28. 求 9 x 上 ?Cx EX), 
239. 设 wwE9f(r),vE 97y), 验证 人 一 vx 一 0 
30. 设 了 为 凸 画 数 , D(z ,8) 恒 存 在 ,证 明 DFfz .rp) 对 天 为 凸 兢 数 . 


习题 答案 与 提示 
第 一 童 

1. 由 xz-al 所 jz-yl|+|y-al(tYafEA) 推 出 a(x,A)< | 上 xz- yl +dty, 
4); 同 理 Qty,A) 志 x 一 y| + d(xz,A), 二 者 合 起 来 得 所 要 证 . 

4. 车 = 《rx ) EX XX 依 积 范 数 是 Canchy 列 , 则 jzt| 是 X(i = 1,2) 中 的 
Cauchy 列 ,于 是 由 xz” -> zf 二 1,2) 推出 (rn 一 00). 

5. 若 allzl Tr| 所 fllxl(vYx EE KE) a >0, 则 zx, zr -rr|— 
oS| TC 一 | = oO Ts -xl Blz, -zl ,lz -zl a!l Ti - 
Tr 一 Tr(n 一 中 ). 反之 ,车 工 韭 拓扑 同 构 , 不 妨 设 | Tz 上 所 oonst 上 x 上 不 成 立 , 则 
有 izxr|CR, 使 | Tz, 上 >n| 上 zl(Yn1). 令 yw = zfn| zl|, 则 y=0, 而 Ty 不 
收 敏 于 T0. 

5 以 入 表 [10,1] 上 次 数 不 大 于 = 的 多 项 式 之 全 体 , 则 了 :4 一 Me > aix' 一 {a) 是 线 
性 同 构 , 央 而 可 用 定理 1,1.7 与 式 (1.1,12). 

7. 以 入 表 [0,1] 上 次 数 不 大 于 5 的 多 项 式 之 全 体 , 则 A 是 CE0,1] 的 闲 子 空间 . 

8. 令 站 =sbanlryzyTr 上 则 了 :和 > AM Dg, 是 线性 同 构 ,因而 可 用 定理 
1.1.7 与 武人 (1.1.12)( 对 照 题 0. 

9 将 (zi Ts) ER 等 同 于 (x 0 站 EE 六 ,可 以 认为 K" 是 着 的 子 宰 间 , 且 
是 财 子 空间 ,因而 是 Banach 空间 . 及 "中 的 范 数 收 伍 ( 无 论 什 么 范 数 ) 总 归结 为 依 坐 标 收敛 

10. 只 要 说 明 C6 (R) 是 B{RR) 的 闭 子 空 间 . 设 jw .| CCo(R) us 二 2 则 必 EC(R), 由 
1 (rz) 过 | ws (xz) 1+ 有 一 uo 看 出 ‘lim u(x} = 0. 

11. 是 赋 范 空间 而 非 Banacbh 空间 , 因 一 臻 收 伍 的 多 项 式 序 列 的 极限 不 必 为 过 项 式 ， 

32. 设 J=[a,b], 则 -ul? 和 Ce-a) lu ult. 

13. 可 以 断定 w(z) 在 [0,1] 上 无 等 点 : 取 久 为 [0,1] 上 次 数 木 大 子 n 的 多项式 之 全 体 , 及 
= fw € XX ;vw 在 [0,1] 上 无 零点 |, 则 A 是 开 集 ,因而 微小 扰动 不 改变 un € A 这 一 关系 . 

14, 否 则 A 包 售 一 个 球 BB(a),r > 0, 这 推出 B,(0) = B.{a) -aC A, 从 而 文 
=UrTnB. (WD CA. 

15. 不 能 保证 10,1] 上 的 2 次 多 项 式 之 全 体 4 在 空间 CI0,1] 中 无 内 点 (参考 题 14) ,关系 x 
E 4 未 必 能 承受 微小 扰动 . 

16. d( 4) 起 义 上 的 连续 函数 (参考 题 1). 

17.R 中 每 个 正方 形 可 等 分 为 边 长 充分 小 的 正方 形 ; 边 长 为 a 的 正方 形 合 于 半径 为 al v2 
的 圆 . 

18. 取 a, EE BAB EB, 和 使 上 a, 一 书目 一 4d(A,B), 不妨 设 ai 与 | 上 | 均 收 敏 . 
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19. 否则 ,Yn EN,Iz ,使 dr A) < 12ndtr, 1B) < li2n; 于 是 有 &a, EE A,b, EE 
BB 使 a， 外 三 | 一 + 一 吉之 in. 不 妨 设 a, 一 a 七 A, 则 必 46, 一 a EE 
B. 

20. 取 yE€ 汪 MA,a A, 使 上 y-al = dd(y, 有 A) (用 推论 1.4.5), 风 x = (y-a}f|y 
一 a 为 所 求 . 

21. 由 | -vl 所 a-v| 上 i 所 au-vls 知 了 i:) 连续. f(1)= 1 是 f 在 S$ 上 
的 最 大 值 , 但 在 5S 上 达 不 到 最 小 值 ; 设 x,(x) 在 [0,1/n] 上 是 线性 函数 ,在 [1in ,1] 上 为 零 ， 
u(t0) = 1, 则 ww ES, 而 

fus) = 广 ut xT) dx = 元 0. 
但 在 5S 上 不 取 零 秆 , 
22. 由 | 站 (zj - 23 seonstly -yl 说明: ae Ai 等 度 连续 . 
23. 令 A = span| Tz, 二 | 则 X= UYA, ,A 是 闭 玖 集 (用 题 14), 因 而 鲜 是 第 一 岗 


24. 指明 该 集 内 部 非 空 ,然后 用 定理 1.4.11. 

25. 指 虹 该 集 是 闭 集 且 无 内 点 .例如 , 设 了 = [0,1] ,0 所 ww EEL), 令 = HL ua] 一 
xiao 则 vw 一 瞩 * ,但 ,不 是 非 负 的 . 

26. 显 然 z。 一 limtr, ,x ) = | zl 友之 ,着 limt zm zy》 =a, 则 | x = zx, ?> — 
Dn ,ne oo). | | 

27. 指 明 |z, | 线性 相关 全 Gram 年 阵 之 各 行 线性 相关 . 

28. 职 wr) = xz,v(x) = 1 说 明 中 线 公 趟 下 成 立 . 

39. 展开 z+ ay 有 = zx- ay|? 并 以 a = zs) 代入 .车 KK = RR, 则 ry 
lrt+sl|l = zz 下， 

30. 展 开 上 ztayl? 守 上 zl? 并 以 a = Cr yy 代入. 

31. Lo = 1 7 = rv3,L = v8(3r: 1). 

32. 将 ra 关于 e” dz 在 (- ,oo) 上 标准 正 交 化 为 1eo,e1,es|, 然后 用 吾 = 


(2"n Wrz) 中 6 求 得 H。 = 1,H, = 2x,H; = 4z2 -2. 
6x—i15 15x—3) , 
33. 可 4 工 


~: 0.9624 ~ 0.531077. 
2 


34. 元 一 三 (24 一 28 (6r 一 6rr + 到 ) a 0.4177.52 + 1.3123x — 0.0505. 
35. 令 pl = Xo = 2993 二 Xann; MN MMS3P， 392 3q| 是 标准 正 交 系 , 所 求 
最 佳明 近 为 3[(e” -Dp tle -eg + (eo)p,] 1.1868p, + 1.6564 9 + 2.31179;. 
第 二 章 


1. TB (OD CC BO Yr € (0,1), TB (ON) CC TL7B,(0) C By, 0 TH ply. 
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2. 令 4 = diagfa az) ,由 命题 2.2.2 有 14 = 114 = Vall.. 
3. 若 TELCGD, 则 1a l= fe 和 TH, 歼 a€E 让 和 且 Naf, 志 TI. 者 a€ 
,网 Tr 和 Dal Trl, hlTHa al.,. 
4. | Tl =1. 


5 用 | Yas | (Ta, I) 1 人， 推 由 1 Azl splz1 

6. TH = Hal 在 迹 Th 之 al。 时 利用 YB8 < lal, 令 A- 
{redialtr) pa 人: 则 新 me 入 和 首开 本 par 是 Lebesgue 测度 . 

7. 用 命题 2.2.3， 站 下 人 = 12 ,人 下 站 = 1. 

8. 用 命题 2.2.3, Tl; = | TT 。 = ] 坊 . 

9 .用 命题 2.2.4，| 了 | = 2jx. 

10. 用 IEilder 不 等 式 ,参考 题 5. 

114. 用 定理 2.3.2, 由 i” < 之 品 得 出 1 坟 p < TOI- ao) 

12. 用 定理 2.3.2, nax| = wy#. 

13. 用 定理 2.3.3, 上 Fl = vw2. 

14. | Fl = 372. 

15. 用 定理 2.3.4, | fl =2. 

46. 用 定理 2.4.1， 

17. 对 了 :点 xx 日 一 Xi(as6) -a + 用 定理 2.4.1， 

18. 用 定理 2.4.2: 着 和 ,| 入 COD ,ww 地, Tw 二 wy 则 局 = 人 

19. 用 两 次 一 致 有 上 民 原 理 . 

区 .只 要 证 有 全 sgp ,| Tr < %; 由 一 致 有 界 原理 ,又 只 要 对 尾 给 v EE Y" ,指明 
sup of Tr} i eo. 


Mx 
21. 若 0 隆 wE AT,aEANIa(z) lifel =i1atr-atflal 和 lIr-al, 这 
推出 Ba supll utzy lp zl :0 uwEA| < qtN) 用 定理 2.4.6 证 8 守 d(xr,A). 
22, 可 设 A 是 闭 子 襟 间 , xz(7) = 《rad(rEA),vCr)= {rb (rE HacC ALEH, 
Nall = 15, = vA 则 必 |a-pl?=0. 
24. 证 spanA C1 (41) 是 直接 的 . 苦 x (spanA)*, 则 由 定 至 2.4.6 有 ze A:, 使 ul) 
0. 


25. 若 al') [al 一 下 与 <) : [ae,5] 一 居 有 连续 导数 ,X 完备 , 则 


由 
eryztodr = apDz 人 | = [eta Car. 


证 法 参照 定理 2.4.8， 
26. 首先 在 shanjz | 上 定义 线性 沪 隔 af》 ) = Da ,然后 用 定理 2.4.5， 
27. 若 xs 六 则 由 定理 2.4.14 有 2 EX sr ER 使 得 xm)<r< afa) ,于 是 用 


Cluri,zo Ejiu 守 rl. 
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28. 注 意 z 一 工人 zx -zx 一 0. 

加 .用 推论 2.4.7. 

30. 注 意 | (x) 一 ur) [| u(r 一 ur) |+t| utr) - u(rz}l. 

31. 和 否则 ,有 fri| 忆 区, 使 上 5 =1,| Te > 训令 = 韦 jn, 则 yy 一 0, 而 Ty, | 
未 可 能 弱 收 叙 于 零 . 

32. 参 考 定理 2.5.6 之 让 . 

33. 参考 例 1.3.9[ 门 . 

34. 首 先 灶 a = xiog 证 乒 (a) 一 Aa)(n -oo)， 然 后 用 定理 2.5.2， 

35. 注 意 由 也 志 1, 参考 例 2.5. 10. 


第 三 章 


1. 利 用 式 (3, 1.6). 

2. 利 用 式 (3. 1. 12}). 

3. 只 要 证 r,(TS) 地 x, {ST). 用 谱 半 径 公 式 , 注 意 (TS)" = TUSTY” 'S. 

4. aT) = 0 人 Sn(T) = 0SYA EC: > CAT) 收 敏 (用 定理 3.1.4). 

5. 验 这 Tr = 0=>z = DMA0,Tr = ir=>z = 0. 

6. 17 = rr = RNGOD) TA 圾 6(T) = DAO; TH 亏 
lr (1) l= TT) = DMD, 

7. 取 = 的 可 数 笛子 集 |a|, 邻 Tz= (ur), 则 TEL(DD),o(T) = 4s. 

B. u(x) = atr)>utz) = 0, 故 m(T) = 名 AEL0,1]=(X— xz) utr) E CLO,11 
tu E CIOID,AE [0,1]=04 - x) ECI,, 故 s(T) = [0,1]. 

9 AE ATSIvE COD ,使 (4 -gj lv ECtDNSAE g(1). 

10. w= (1 一 AT) iv = > ATw ,全 依 例 3.1.5. 

11. 验 证 站 T)GAT 一 了 了)= (1 -了 IFT) = 了 

32. 以 T-S= RS) -RG,T)I! 人 代入. 

13. 用 谱 上 映射 定理 与 古 11. 

14. 注 意 [g 一 {XA 一 ry-1]!= gli+p (A-p!o re)’, 用 定理 3.2.2 与 题 11. 

15. 注 意 FatT)) = ol f(T)) = ol0) = 101 

16. 所 ) 宫 道 祝 0 EE ot TD)) = fo( TY, 

17. ft) = YA 在 除去 负 半 实 轴 的 复 平面 上 解析 , 令 A = FT), 则 Az = 工 

18. 邻 f2) = In4, 类 侯 于 上 题 . 

19, Tr = Mr = Ar ,ot TY = ol TY) = 101. 

20. so(T) = fi:i 守 ll,a(T) = OU vot 14). 

21. 注 意 a( 丁 ) = [0,1] 并 用 定理 3.3.6， 


22. 令 Tafzr) = [eaty)dy, 则 荆 € CLCCE0,1]),oe(T) = 10,1|, 当 4 天 1 时 原 方程 
有 惟一 解 x € CL0,11. 
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23, F(A) = 和 人 FT = Tg( TY € CIAX). 

24.7+T" Tr=0>| r+ irl:=0>r=0 

25. 1 = Tz rr- Trl*=0. 

26. y E R(T): =m yl (Cy,y) = 0, 故 R(T)=H. 

27. 直接 验证 . 

28. 上 T "zh = 中 Trl 守 Bl1x1 有 TT 与 T” 均 为 单 射 明 R(T} 为 闭 集 , 故 
R(T) =+ NET") = ,TT 可 逆 . 

239. 用 N{T) =+ R(T’*), 

30. 注 意 S 了 工 = 上 


3E. 令 A4=at 襄 , 刘 上 上 Txzl?= | Tz?+Plrl? Fr. 
32. 和 理 则 ,CT}= | TH = 

33. T” =- TiT) ”= iT. 

34. o( T)}CIR. 


35. 《Pr 二 Pr = (PFP’ Pr SP= PPOP= P= P. 
36. 注 意 上 x|?= HPrl?+ zx-Prl:. 

37. 个 必 为 闭 算 子 (用 定义 3,5.4)， 

38, 参照 命题 3.5.9. 


弟 四 章 
1, Fx = ez)| = FP'(O)x 
dt #0 
2. F(z) = fle rdr. 


3. F'(nu)p = [WAC E CDN. 


4. 若 六 (0) = gai(z) 二 ie, 则 应 1: A = 2 


uo 2 

此 属 不 可 能 . 

5. T(r yA, RE) = TOh,y) + Tre), Tr, yA EE) Ch RI) = Th,RI)+ Th 
k), T(r,y) =0. 

看 TFT) 二 【人 FF) (TRF Crk + OCFI)NCF CARE). 

7，| FCrsy) —- Fz) onst| y -5 + | F(z) - F(E,7) | (用 中 值 定理 ). 

8. 由 中 植 定理 显 热 有 LipF < sopl F(x) .YrE ne >0, 取 8 >0, 使 当 |h| <$8 
时 Flr+tA) -Fr Fr ek 因而 上 F(x)h| 所 (LipF + 8) | 让 ,这 推出 
F(xr}) < LipF + e. 

9. 用 推论 2.4.7. 

10. 对 p(t2) = fx + 所 )(0 过 1 太 1) 用 Taylor 公式. 


11. 用 Taylor 公式 : 上 F(x)R| = | F(x +h) -Fr -|G -F(x+ kdl. 


| TP (lm) 0(—0, 
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12. || Fr — Fy | = lim Exo— Fy lin(LipF, ) 上 | 一 | . 

13. 验 证 TB, (zo) 入 BB,{zo). 

14. Fr x | SD) (LipF Yl Fr 一 al 

15. 苦 Frzy)= |x- 在 xz” 到 最 小 入 , 则 必 六 or) = 0， 否则 将 有 A(Fx") 苹 
Fe ). 

17. 令 Fu = TGu + v7 基 以 K 为 核 的 积分 算 子 , GutzT) = glutz)), 则 LipF 筷 
TLipG < TTLipg < 1. 

18. 用 归纳 法 . 

19. 用 链 规则 得 (下 (YF (xz) = F(A = 了 一 

20. 对 Giz,y,z) 三 Flr,Yy) 一 xz = 涪 用 隐 消 数 定理 . 

21. 用 命题 4.4.3 之 正法 . 

22. 设 | mm 后代- 下 )zn -二 不妨 设 Fr 一 3 刚 = (1 -了 (x+y). 

23. 下 必 为 紧 算 于 ,因此 可 用 Schauder 不 动 点 定型. 

24. 不 妨 设 Fr -> y 2 一 2, 必定 A 这 0, 因此 x 一 二 viaA,Fr = Ar 

25. 直接 依 不 等 式 式 (4.5.1) 验 证 . 

26. 利用 25 题 ， 

27. 取 定 y 拘 全 工 = 站 E [0 :+ 引 ) 裤 晤 (Cr)+E| 则 0.12,16T; 
ca 有 ET 人 2E ;TT 是 闭 集 , 故 必 工 = [0,1]. 

28. 若 x0, 则 a) rx) lu:wE XR utr)= | rl:= |al?ti3l zl ,0 = 10|， 

29. 用 u(r y) 和 x) fy). 

3 弛 .验证 口 F(z ,上 ) 对 请 是 次 线性 卫 数 . 
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名 词 索引 


名 词 按 讽 语 拼音 字母 顺序 排列 . 名 词 后 的 数字 指出 该 台词 首 次 出 现 的 页 数 ; 当 标 出 儿 个 页 
数 时 ,表明 该 名 词 在 几 个 不 局 的 意义 上 使 用 . 


太一 如 
Arzela-Ascol 定理 30 次 可 微 214 
内 | 杀 数 210 次 梯度 215 
Baire 网 定理 3 次 微分 215 
Banach 空间 6 次 线性 汉 机 98 
保 范 延 拓 99 单 射 21 
本 性 上 确 界 78 单位 算 子 9 
本 性 有 界 函 数 1 等 度 连续 30 
Bemsrein 凶 项 式 114 等 入 范 数 9 
标准 基 25 等 忠 嵌 人 8 
标准 正 交 基 39 等 距 闻 构 8 
标准 正 交 系 39 等 周 问题 228 
闭 包 18 千代 法 191 
闭 集 19 第 二 纲 集 32 
闭 图 像 定 理 95 第 -网 集 32 
闭 线 性 算 子 95,162 点 谱 122 
Brouwer 不 动 点 定理 205 点 态 收 化 的 
不 动 点 186 放量 57 
不 动 点 方程 186 度量 公理 57 

C~D 度 基 空间 57 
C” 近似 14 度量 收 鲸 57 
CC 映射 168 度量 拓扑 61 
Cauchy 不 等 式 16 对 称 算 子 92 
Cauchy 列 6 对 偶 空 间 B84 
Caucbhy 荣 件 号 FE~F 
Cayley 变换 165 二 次 对 偶 89 
超 平 面 85 一 次 泛 函 150 
乘法 算 子 166 Euclid 范 数 2 


昼 集 24 kuler 方程 224 


和 名词 索引 

下 导数 173 积分 算 子 
F 可 微 173 积 空间 
反 范 数 定理 194 基本 集 
范 数 2 解析 扩张 
范 数 公理 2 紧 集 
范 数 收 敛 4 紧 空 间 
范 数 拓扑 61 紧 算 子 
方向 导数 182 紧 线 性 算 子 
分 离 定理 106 紧 一 致 收 敏 
Fourier 系数 43 距离 
Fréchet 导数 173 距离 公理 
Frachet 可 微 173 聚 点 
Fréchet 空间 58 卷 积 
赋 范 空间 2 卷 积 算 子 
赋 准 范 空 间 58 绝对 收 伍 

G—H 均 力 收敛 
避 导数 183 K~L 
GG 可 微 183 开 集 
Gelfand 定理 122 开 集 公理 
共 思 线 性 36 可 分 集 
Gram 矩阵 46 可 分 空间 
共鸣 定理 9 可 道 算 子 
广义 导数 52 L* 范 数 
光滑 化 算 子 115 L* 空间 
Hahn-Banach 定理 D8 I+# 收敛 
核 68 Lagrange 莱 子 
Hermite 多 项 式 43 Lagrange 摧 数 
Hesse 矩阵 221 Laguerre 多项式 
Hilbert 方 体 31 Legendre 多 项 式 
Hilber 空间 37 Lipschitz 异 数 
Halder 不 等 式 11 Lipschitz 映射 

J 离散 动力 系统 

Jacobi 矩阵 182 链 规则 
Jensen 相等 式 210 零 化 子 
极 化 恒等式 38 零 空间 
极 小 点 218 邻 域 
极 小 化 序列 220 M~0Q 
积 范 数 8 满 射 
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:242 - 名 词 索引 
满 射 定理 105 算 了 代数 119 
内 部 18 算 于 范 数 69 
内 积 35 算 子 解析 函数 128 
内 积 公理 35 算 子 押 级 数 121 
内 积 空间 35 Sobolev 空间 51 
Neumann 级 数 126 Sobolev 报信 定理 53 
Newitcon-Leibniz 公式 101 sup 范 数 3 
道 算 子 定理 94 T~W 
道上 映射 21 Taylor 公式 178 
户 次 可 积 10 特征 向 量 122 
次 平均 通 近 10 特征 值 122 
户 次 平均 收敛 10 特征 子 空间 122 
Parseval 等 式 40 梯度 174 
平均 收敛 10 条 件 极 值 225 
Poincaré 不 等 式 54 同 胚 2 
谱 122 投影 了 
谱 半 径 122 拓扑 61 
谱 半 径 公 122 拓扑 空间 61 
谱 分 和 解 定理 134 ,157 拓扑 同 构 8 
谱 映 射 定 理 133 拓 扰 直 和 了 
谱 族 157 凸 函 数 210 
强 收 伊 108,112 凸 集 105 
全 导数 181 止 组 合 105 
全 有 界 集 28 口算 子 149 

RS 完备 度量 空间 37 
Riesz 表示 901 完备 化 9 
Riesz 引 理 31 微分 算 子 76,168 
Riesz-Schauder 理论 144 位 置 算 子 168 
弱 收 敛 108,112 无 界 算 子 69 
弱 ”* 收 仇 108 素 一 下 
Schauder 不 动 点 定理 205 下 半 连 续 210 
Schauder 基 24 相伴 算 子 146,161 
Schimidt 正 交 化 方法 41 相对 紧 集 27 
Schwarz 不 等 式 36 向 量 场 201 
上 图 210 压缩 映射 185 
剩余 集 32 压缩 鼎 射 原理 186 
双 射 2 严格 凸 函数 210 
玖 集 32 一 致 收 化 112 


名 河 索 引 

一 至 有 界 原 理 96 
竹 桥 数 定理 197 
有 界线 性 泛 函 84 
有 界线 性 算 子 69 
有 限 秩 算 子 138 
预 解 式 122 
正 越 算 子 149 
正 变 补 39 
正 交 分 解 定理 和 9 
正 变 系 39 
正 交 坐标 39 
正 算 子 154 
正 半 方 根 155 
正 投 影 49 


正则 吝 入 
正则 值 
直 和 和 
支 集 
中 线 公式 


.中 值 定理 


准 范 数 
由 伴 算 子 
自 反 空间 
最 佳 逼 近 
最 速 降 线 问 题 
最 小 二 琴 估 计 
最 小 化 问题 
最 优化 问题 
最 优 解 


149,161 
103 

29 

224 

9 
29,219 
29,219 
29,219 


